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К ВОПРОСУ ОПРЕДЕЛЕНИЯ МОМЕНТОВ
ВЫСОКОГО ПОРЯДКА ВЫХОДНЫХ СИГНАЛОВ
ЛИНЕЙНЫХ СТАЦИОНАРНЫХ
СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ

В настоящее время своего завершения достигла корреляцион
ная теория линейных динамических систем с постоянными и пере
менными параметрами. Существует аппарат, позволяющий рас
считывать математические ожидания и корреляционные функции 
выходных сигналов линейных систем при воздействии на входе 
как стационарных, так и нестационарных случайных процес
сов.

Чрезвычайно трудной является задача определения функций 
распределения на выходе указанного класса систем, если извест
ными являются соответствующий закон распределения на входе 
и динамические характеристики исследуемой системы [1]. Этот 
вопрос просто решается только для нормальных случайных функ
ций, поскольку многомерный закон распределения нормального, 
случайного процесса полностью определяется моментами не вы
ше второго порядка [ 1 ].

Решение задачи определения произвольного закона распре
деления на выходе линейной системы имеет несколько подходов 
один из которых заключается в следующем.

Произвольный, т. е. отличный от нормального, многомерный 
дифференциальный закон распределения представляется в виде 
Многомерного ортогонального ряда, основанного на нормальном 
законе распределения. В качестве базиса обычно выбираются 
ортогональные функции Чебышева — Эрмита. Известно, что! 
Для определения коэффициентов разложения необходимо знать 
Моменты высокого порядка исследуемого случайного процесса, 
расчет которых для выходного сигнала связан с существенными 
трудностями. Действительно, момент q-ro порядка определяется 
Равенством:

\bqx{t\i  ••• tq)  — М.  (АТ ( Д )  X  ( ^ 2 ) ••• - ^ (^ ? )}  =
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J J*** J X\ X2 •• • Xq Ш (-4> X2 ••• Xq, t\t t2 -•• tq) dX\dX> 2 ... dXq. ( 1 )
00 — 00 — 00

Ниже будут рассматриваться центральные моменты ^-го по
да, для которых справедлива формула:

t2 ...,tq) =  М. ([x(^i) P-l-cĈ l)] \x{tq)  [4 -r(^?)]} =

= M  {x{tx). . .X{tq)),  (2)
О

; x( t )  — центрированная случайная функция.
Частным случаем моментов высокого порядка является момент 

зрого порядка или корреляционная функция случайного процес- 
x( t ) .  Используя интеграл свертки, можно записать зависн

уть для момента ^-го порядка выходного случайного процесса
О  ОО О

7). Действительно, если x(t) =  \к(Ь — т)у (т) йт,
о

) М  {лг(^) X( t2)... x(tq)) =
ОО СО ОО

=  J I  - [ k ( t x — \ x) k { t 2 — T2) . . .k{tq  — T q) M  {у (Ti)y (т2) ••• У Ы }  х
X d t x dr2... dig —

со оо 00

= Г f . . .  f k [ t x —  Tl)^ (^2 — ч)* ’ • k ( tq  T<7 )P<7s(Tl>’r2’ -'->’T'7 )dzxdz2...dlq — 
0 0 0

=  ^ q x i t i ,  t 2, . . . , t q ). (3)
Очевидными являются те трудности, которые необходимо пре

одолеть при вычислении p q x  ( tu tq) с помощью последней фор
мулы, особенно для сложных систем, для которых к (т) является 
довольно громоздкой функцией и процесс вычисления не под
дается формализации.

Ниже рассмотрим численно-аналитический способ вычисления 
моментов p q x  (t  1, t2,.., tq) ;  который не требует знания импульс
ной переходной функции исследуемой системы и легко реализуется 
на ЦВМ.

Пусть связь между входной и выходной случайными функци
ями описывается дифференциальным уравнением вида:

п . о  т . о
•V  Л 1 х  'S? и а У / л \Z  a t - —г- =  \  hi —XT ■ 4
£ о  dt 0> dt

Выписывая последнюю зависимость для моментов времени 
U, U,--, tq, можно получить выражение

S  S  S  п- dl ' di*x{t2) d‘g x ( t g )  ^
A a n 12 "lq dtT dtb dtlqh =0 12=o i q  — 0 1 2 q

m ni

2 2  ••• 2  bu b u  ... bj-
d 1' У ( t \ )  d f ° y ( t 2) d l  q У (  t g)

/ , = 0 / , = 0  / ,  = 0  ■ d t’i  d t qq (5)



Осредняя обе части полученного равенства по совокупности и ме
няя порядок дифференцирования и осреднения, имеем:

П П
XT Х* Qlt + l t  + —+ l q
2 d  ■■■ 2 d  ■■■ а 1ч 1Г7Т 17Г Г  $4x{ t  1> •••> *«)
/,= 0  1 =  о d t [ \ . . d t iqq

т т • г , ■0 /1+ -+ /?
/,=о j q=о dt[l . . . d t ]qq

Введем в рассмотрение многомерное преобразование Лапласа. 
Тогда очевидна справедливость формул:

оо оо оо

Bgx(sv s2, ...,s9) =  J t2,...,t9)e  Sltl e s*h ... e V ?  d t xd t2 ...
0 0 0 . . . d t q,
oo oo oo

(S j,  S2, . . .  ,Sq)  — f f . . .  f $qy { t i ,  t -2 ... t q )  в  S'*' в  “2<2 в  S4*Q d t \ d t 2 ... d t q ,  
0 0 0

§ q x { h , h , . . . , t q ^  =  S{ '  S*‘ . . .  S ' q B q X (S]i  S2, . . . , S q ) .  ( 7 )

Применяя многомерное преобразование Лапласа к зависимо
сти (6 ), указанное выражение с учетом формул (7) можно 
представить в виде:

q /  т \

п  ( 2  bi 4
B , , ( S „  S2, . . . , S g ) =   ^ . B q y( S l , . . . , S q ) .  ( 8 )

П 2  4k=1 \ ;=o

Если многомерная функция pqx (7Ь h , . . . ,  t q)  является затухаю
щей по всем своим аргументам, т е. для нее справедливо свой
ство

оо оо оо

J  J  ■ ' ' J  Р?* { t \ i  , tq )  d t i d t 2- . . d t q < i  ОС, ( 9 )
0 0 о

то указанную функцию можно представить в вице многомерного 
ортогонального ряда, т. е. в виде:

оо оо

$ q x { t \ ,  t 2, . . . , t q )  =  2 “ ‘ 2  C i t ... I <?11 (^ i)  . . .  <flq ( t q ) . ,  ( 1 0 )t  1 s  1 Q *

где
Ц=1 iq=i

oo oo

Cjjij ... / .  — J ' ' '.I $qx (ti,...,tq) (^l) 9 iq{t(])dt\ ... d tq , ( 1 1 )? 0 0
Хля рассматриваемого класса приближаемых функций в качест- 
ie базовой ортогональной системы рационально выбрать орто-
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шзированные экспоненциальные функции, общее выражение 
которых имеет вид

г
? i  ( 0  =  2 СЧ/г е ~ ск , ( 1 2 'к=о

них справедливо свойство ортонормальности
со f  П  ’ /  *

U i { t ) o j { t ) d t  =  { J f  

щтавляя ( 1 2 ) в ( 1 1 ), получаем:
оо оо оо i  j

i i l t - i  — J  J  • ' 'J  $</x {tx, t2,.. . ,tq) 2  a i,*
q 0 0 0 k ,= 0

i i It
dt2...dtq — 2 2 ■•'2 a £ i*x ^iqkqe,=0 *2=0 *^=0 v 4

X . . . eCkqi4d txd t2 . . . d t q. (13)
Используя методику, изложенную в [ 1 ]. можно получить за- 

юимость для коэффициентов ортогонального разложения мо- 
ентов высокого порядка:

q / т ,

<»
I d t - i  — 2 •"2 а г,*, ••• V-iqkq-—q —у; r ^ w ( Sl ’ ••• >S?)( Si=C),

*,=0 п
k=i\i=o I  (14^

Вычисления по последней формуле легко осуществляются на 
ЦВМ. После определения моментов, используя известные методы, 
можно определить многомерный дифференциальный закон рас
пределения в виде ряда Чебышева-Эрмита.

Пример. На вход системы, передаточная функция которой оп
ределена ниже, подан случайный сигнал с нулевой средней и мо
ментом второго порядка вида:

#yy(^i> к)  =  а2 «,-<•> .

Задача состоит в определении момента второго порядка выходно
го сигнала.

Р е ш е н и е .
Сначала найдем

оооо

Syy (s, s2) =  B2V (sx, s2) =  f j  R yy (tx, t2) e ~ŝ  d t x dt2.
0 0

Имеем:
CO

S y A s i , t i )  =  4 S  e~s'h d t x =
0
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[t 

\lo t.

Последнее представление обусловлено тем, что
e -£(u-u) при ^  ^  ^

при ti >

Выполним необходимые преобразования:

= а1 \ !  е Н‘я~‘г) e~Sll' d t i + J  e~Slti d t x \.

Syy (slt t2) — о
0 ti

О I 6 ^ 2 nr \ 0^2 I
=  o . l t r ,  «(*+»*> <•— 1]+  e -(P+*>M =

_ 1  0 _ i ‘<2 _  p ~  Р*П A .  1 p - S l *Л  _
L p - s ^  e J + p + s , 6 J -

P - s j

Легко видеть, что
со

■Syy (S i, s2) = J / ? „  ( s ^ )  e * ’ dd2 =

32 -  s i
2? J —■($!+$*)/*^ - ( P  +  Sl)J e “ <(3+i2)' 2̂ 2

^ - s f 2?
1 + si 1 _

+ s2 J ~
2|3 +  Si +  s 2

S |.+ S 2 P +  S2 J у (Si +  P)(S2 +  (l)(Si +  s 2)

Пусть передаточная функция исследуемой системы имеет вид: 

0 , 00036s5 +  0 ,0 0 6 s4 +  0 , 04484s5 +  0 ,2 6 0 4 s2 +  0 ,7 2 s  +  2W(s)  =
0 ,0 0 0 0 0 144s8 +  0,00004271 s 7+ 0 , 00Q5545ss +  0 ,004637s5 +  0 ,027821s4 +

+ 0 , 116688s3 +  0 ,3 7 0 4 s2 +  0 ,7 2 s  +  1 .

В качестве базовых ортогональных функций выбираем:

М О  =

b i t )  = / з " ( — е-° ’5< +  2е~1&);

b(t)  = / 5 ( е - ° ^ - 0 , 6 е - 1>5< +  6е~2&);

bi t )  = / 7  (— е~°-5‘ +  I2e~1'5t -  ЗОе-2.5' +  2e~W)-

bi t )  = /9 | ( £ - < w  _  2Qe~l’5t +  90<?~2.5' -  140е~3.5' +  7 0 е -4>5').
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Та б л ица

1 2 3 4 5

1 2 ,7 4 2 1,58 — 1,93 — 1,815 — 0,291
2 1, 58 0,91 — 1, 114 — 1,048 — 0,1 6 8
3 — 1,93 — 1, 114 1,36 1, 28 0 ,2 0 5 5
4 — 1,815 — 1,048 1, 28 1, 2 0 ,1 9 3
5 — 0,291 — 0,1 6 8 0 ,2055 0 ,1 9 3 0,031

Используя изложенный выше метод, сразу же можем записать 
(ражения для коэффициентов -{ Сфь \

5 5

R x A t v h )  =  2  2j с /i/2 T/i (^1) Т/г ( 2̂)’
/ i= l i 2=1

хе

С id-. V .
й,=1 А2=1

«5*, «б». “J

2 /  5 \

П (2*W:=1 \/=О У

или, что то же самое 

с  l , i i  =  а 1 с  :

П 2  «г«*
Я=1 \ 1—0

2  ̂+ Si -f- 5 2

( S i  +  ^ ) ( S 2 +  ^ ) ( S l + S 2 )

У h h  (S i +  P )(S 2 +  ^ ) ( s ! 4- S2)

Окончательно имеем:

/»,=1 , 2 ......г,\
Si==ck2 2» •••tiz/

Rxx (̂1> 2̂) — 2 2j C hi, 'pi, (̂ l) 'Р/г (̂2)-/l=l /l = l
В случае, если на вход действует белый шум, то коэффициенты 

разложения СгТг2 имеют значения, приведенные в таблице 1.

ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ

В данной работе предложен численно-аналитический метод 
расчета моментов высокого порядка случайных выходных сигна
лов сложных линейных динамических систем.

Метод расчета является аналитическим, но он легко поддается 
формализации и, таким образом, может быть достаточно просто 
реализован с помощью ЦВМ.
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