
 

 
 

 

 

 

 

 

 

куйбышевский авиационный институт
Труды, вып. 44, 1970 г.

Исследования по акустике и радиоэлектронике

В. Д. КУЗЕНКОВ

К ВОПРОСУ О ПЕРЕХОДНОЙ ФУНКЦИИ РАЗОМКНУТОЙ
ИМПУЛЬСНОЙ СИСТЕМЫ СО СКАЧКООБРАЗНО

ИЗМЕНЯЮЩИМИСЯ ПАРАМЕТРАМИ

1. В импульсных системах перед непрерывным фильтром, как
правило, устанавливается запоминающий элемент [1], [2]. Запоми
нающим элементам может служить совокупность инерционного
звена первого порядка с коммутатором. В этом случае запоминаю
щий элемент — звеню первого порядка с периодически и скачкооб
разно изменяющимися параметрами.

Рис. 1.

В простейшем случае непрерывным фильтром системы также
может быть звено первого порядка. При этом приведенная непре
рывная' часть 4-импульсной системы есть система второго порядка,
состоящая из последовательно соединенных формирующего эле
мента 1, звена с переменными параметрами 2 и звена с постоян
ными параметрами 3, (рис. 1). В отличие от приведенной непре
рывной части, под непрерывной частью системы будем понимать
последовательное соединение звеньев с переменными и постоянны
ми параметрами.

Формирующий элемент системы преобразует, мгновенный им
пульс импульсатора (д — импульс Дирака) в импульс длитель-
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ностыо т. В общем случае форма этого импульса произвольная, в
частном случае —- прямоугольная. Звено с переменными парамет
рами имеет в течение длительности импульса одни параметры, в
остальное время периода следования импульсов Т — другие.

Определение передаточной функции разомкнутой системы ука
занного выше вида встречает определенные трудности, так как
передаточная функция последовательно соединенных .звеньев с пе
ременными и постоянными параметрами не равна произведению
их передаточных функций.

Разомкнутая импульсная система первого порядка со скачко
образно изменяющимися параметрами исследовалась в работе [1],
система второго порядка исследовалась в работе [3]. В работе [3]
исследование производилось во временной области с использова
нием аппарата разностных уравнений. Форма импульса, создавае
мого формирующим элементом в [3] принималась прямоугольной.

2. Возможен иной подход к задаче определения передаточных
функций разомкнутых импульсных систем первого и второго по
рядков со скачкообразно изменяющимися параметрами по срав
нению с подходом, принятым в работах [1], [3]. Этот подход ос-'
нован на вычислении импульсной характеристики системы или ее
передаточной функции в терминах обычного преобразования Лап
ласа и дальнейшем переходе к дискретному преобразованию Лап
ласа или Z-преобразованию.

Обратимся сначала к импульсной системе первого порядка. Эта
система может быть получена из системы, представленной на рис.
1, путем исключения из нее звена с постоянными параметрами 3.

Для звена с постоянными параметрами, эквивалентного звену с
переменными параметрами в одном из возможных его состояний
можно написать

м«)=4^ * о) .мз=w &

Для звена, соответствующего другому состоянию звена с пере
менными (параметрами напишем

 МО = 7^ (3) Л212(0 = 1(0. (4)

где £1,2 (s), £2,2(5)—передаточные функции вышеуказанных звень
ев;

£г,1(0> £2,2(0—их импульсные характеристики.
Примем, что формулы (1, 2) соответствуют состоянию звена с пе
ременными параметрами на интервале времени 0, т, а формулы
(3, 4) — на интервале т, Т.

Используя формулы (2, 4), с помощью интеграла свертки не
трудно получить переходную характеристику звена с переменны
ми параметрами (отклик на единичную ступень' 1(7—6).

Эта характеристика зависит от момента приложения воздейст
вия на вход звена 6.
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(Л 6) = (1 - 1 (t - 8) 1 (T_8) + ei3.s V ^-з.(ач-1)Лм(г-т) х
Л=О

Xl ~~е ) 1 (/—/гЛ — т)-1 (^ — 6) 
СО ’ ; 

+ ем 2 е-^^-М(т-г)(е_з2(,_йГ) _ е-з1(^П) г < _ЛГ) г

Ох.З^т

Аналогичным образом для т<. 8 с Т получим

%2(Л 8) = (1 -e"3^-8') 1 (/-6)-1 (Г -6)1 (8-т) +

WS~T)S *~ /3,(А_1) j (

- 3) 1 (6 =(5-г) V ^-0.Лг-Р2/..(Г_т) ^_W;_„r_T) _

j (/ _ /еГ) j _ 8) 1 (8 _

Теперь, воспользовавшись теоремой наложения можно ить
реакцию звена с переменными параметрами на импульс произ
вольной формы [4]. 
Запишем Hx(t) = _ Нх^

В соответствии с теоремой наложения

Н = л(0)-ам(/) + J л' (о) 8) </3; )

оо
/-/|,2(0 = 40^1,2 (/, 0 + Jx'(8)aI>2(/,8)(Z8; )

сывающая им
формирующий элемент системы при воздействии на
него импульса импульсатора.

 (0 реакция звена на воздействие х(7).
ак как пю условию х(I) тождественно равно нулю при />т то
место (9) можно написать н ,

1,2(/) = л(т)а3;2(/, и). Ю)
Функция Hi (t), полученная по формуле (7), ес  ха

актеристика дискретной системы. Z-преобразование этой функ
ии дает искомую передаточную функцию системы. Операцию
тную 1 область°ЖН° ИСКЛЮЧИТЬ’ если пеРей™ из временной в час-
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(11)

о/ е -s(AT+t) ■ e-s(A74-T) \

S + pl 8 + p2 /

,—shT

+ Ps S + Pi/J

Для этого найдем изображения по Лапласу функций Hi(t), 
Hi.i(t), Hb2(t).

Очевидно, что

Ki,i(8) = .f/L/i,i(0e М = s (s + s + Л (s) 4"

{
ОО

/?=0

В формуле (И)
Д(т)= f gsa, Хфб)- 1(т - 8) d8= f №(8)а!8,

О 0

+

— st
■ ОО 

X(s) = f x'(/) e~stdt,
О

Аналогичным образом получим
со 

Г »-« . Ve
I s (.*?  4- p2)

* 7?=1

0ЛЛ-1) т-МСГ-т) ( e~skr e“s/ir
\S + P2 s + Pl.Ai;2(s) = х(т)

s(W+r) e-s(AT4-T)

; + Pl s + р2 /J

(12)

(13)

Изображение по Лапласу функции Hi (t) равно
№(s) = №,l(s)-№.2(s). (14)

Функция К1 (s) есть изображение реакции импульсной системы пер
вого порядка на б-импульс импульсатора. Очевидно, эта функция 
и есть передаточная функция импульсной системы.

Z-форма передаточных функций системы (11) и (13) может 
быть определена с помощью таблиц Z-преобразования, имеющихся 
в различных руководствах [2]. В частности, Z-форма функции 
(11) имеет вид

(15)+ А(т) ■

Т7<еГ<Т.
Здесь е — запаздывание момента отсчета относительно тактовой 

точки;
у = А- — нормированная длительность импульса.
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1)

о/ е -s(AT+t) ■ e-s(A74-T) \

S + pl 8 + p2 /

,—shT

+ Ps S + Pi/J

Для этого найдем изображения по Лапласу функций Hi(t),
i.i(t), Hb2(t).

чевидно, что

Ki,i(8) = .f/L/i,i(0e М = s (s + s + Л (s) 4"

{
ОО

/?=0

 формуле (И)
Д(т)= f gsa, Хфб)- 1(т - 8) d8= f №(8)а!8,

О 0

+

— st
■ ОО

X(s) = f x'(/) e~stdt,
О

Аналогичным образом получим
со

Г »-« . Ve
I s (.*?  4- p2)

7?=1

0ЛЛ-1) т-МСГ-т) ( e~skr e“s/ir
\S + P2 s + Pl.Ai;2(s) = х(т)

s(W+r) e-s(AT4-T)

; + Pl s + р2 /J

(12)

(13)

Изображение по Лапласу функции Hi (t) равно
№(s) = №,l(s)-№.2(s). (14)

Функция К1 (s) есть изображение реакции импульсной системы пер
вого порядка на б-импульс импульсатора. Очевидно, эта функция
и есть передаточная функция импульсной системы.

Z-форма передаточных функций системы (11) и (13) может
быть определена с помощью таблиц Z-преобразования, имеющихся
в различных руководствах [2]. В частности, Z-форма функции
(11) имеет вид

(15)+ А(т) ■

Т7<еГ<Т.
Здесь е — запаздывание момента отсчета относительно тактовой

точки;
у = А- — нормированная длительность импульса.

161

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 
 
 

 

В результате вычислений получим

(Л 6) = (1 - 1 (t - 8) 1 (T_8) + ei3.s V ^-з.(ач-1)Лм(г-т) х
Л=О

Xl ~~е ) 1 (/—/гЛ — т)-1 (^ — 6) + (5)
СО ’ ; ,

+ ем 2 е-^^-М(т-г)(е_з2(,_йГ) _ е-з1(^П) г < _ЛГ) г

Ох.З^т

Аналогичным образом для т<. 8 с Т получим

%2(Л 8) = (1 -e"3^-8') 1 (/-6)-1 (Г -6)1 (8-т) + 

+eWS~T)S *~ /3,(А_1) j (^Г)Х

X I (Г- 3) 1 (6 - х) +"у=(5-г) V ^-0.Лг-Р2/..(Г_т) ^_W;_„r_T) _

_ j (/ _ /еГ) j _ 8) 1 (8 _

Теперь, воспользовавшись теоремой наложения можно определить 
реакцию звена с переменными параметрами на импульс произ
вольной формы [4]. и
Запишем Hx(t) = _ Нх^ (?)

В соответствии с теоремой наложения

Н = л(0)-ам(/) + J л' (о) 8) </3; (8)

оо
/-/|,2(0 = 40^1,2 (/, 0 + Jx'(8)aI>2(/,8)(Z8; (9)

Здесь х(/) функция, описывающая импульс, которая создает 
формирующий элемент системы при воздействии на 
него импульса импульсатора.

“ (0 реакция звена на воздействие х(7).
1ак как пю условию х(I) тождественно равно нулю при />т то 
вместо (9) можно написать н ,

/Т1,2(/) = л(т)а3;2(/, и). (Ю)
Функция Hi (t), полученная по формуле (7), есть импульсная ха

рактеристика дискретной системы. Z-преобразование этой функ
ции дает искомую передаточную функцию системы. Операцию 
тотную* 1 область°ЖН° ИСКЛЮЧИТЬ’ если пеРей™ из временной в час-
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В формуле (15)

модифицированного Z-преобразоваиия,
обратного преобразования Лапласа.

/<1,2(2! s) = х(т)

Здесь Ze —символ
L~] — символ

Для Z-формы передаточной функции (13) получим:

уТ < гТ < Т.
Для передаточной функции импульсной системы получим:

/ v Z___ -~Р1ЧТ
Хфг, «.ф, е)-/<1,2(г, e)=Z1+x(0)(-41 -----

+ Л(т) L z~e-^r + z-e-P°r J

При условии О^еТ^уТ выражение для передаточной функции мо
жет быть получено аналогичным образом. Это выражение имеет
вид.

(18)

(19)

£) = Z2 + X(0) ( 2 ге $'zT
U~i z — е~^°г

ze )
•z-e-^J

(20)

В формуле (20) Z2 ■— функция, вычисляемая аналогично функции'
Z] по формуле (17), но при условии О^еТ^уТ. В частном случае,
когда импульс, формируемый формирующим элементом системы,
прямоугольный

А = Z2 = 0,
ад = о,

х(0) = х(т) = 1.
Тогда формулы (19) и (20) примут вид:

Kiг) = е_?‘£Г) е-м^)Г, уТшТ^Т,
z — е

*1 г, е) = 1 - .... е~^г, О^еТ^уТ,

что совпадает с результатами, полученными >в работе [1]. Заметим,
что при прямоугольной форме импульса, передаточные функции
162
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системы (21), (22) могут быть получены более коротким путем.
В этом случае второе слагаемое в правой части формулы (8) рав
но нулю, и передаточные функции определяются как разность
^-преобразований функций (5) и (6).

Z-преобразования здесь также могут быть выполнены с по
мощью таблиц. Предварительно необходимо принять в формуле (5)
6 = 0, а в формуле (6) б=т.

3. Передаточная функция импульсной системы второго порядка
может быть определена способом, аналогичным изложенному вы
ше.

Определим переходную характеристику непрерывной части си
стемы, состоящей в данном случае из последовательно соединен
ных звеньев с переменными и постоянными параметрами.

Для передаточной функции и импульсной характеристики зве
на с постоянными параметрами можно написать

k,(s) = ,■-1- ' s -|- а
Л3(/) = а 1 (().

(23)

(24)

Для переходных характеристик непрерывной части системы, со
гласно выражений (5), (6), (24), получим

00

°2,i (Л й) = I 01,1 (0jй) h3(t — 0) dB =
о

= [1 - <Ta(Z”S) (e-w/-8)_ 1 _ Й) 1 (x - 6) +

й=1 1 2

- - е~я(,~кТ) )] 1 (/ -kT)l (x - S), 0 (25)

и CT2,2(Z,6) = ^1,2(0! 8)A3(Z-0)t/0 = Г1 -^я(<-5)-
0 L

“ (e-fW-S)— e"“('~S))] 1 (t - 8). 1(T - 8)4 (8 - T) +

+ g32(S-r) у т-з2»(Т-т).|‘__а__ _ 

- (е-^-кГ)-e~a{t~kT) )’| 1 (/■ - kT) 1 (T - 8) 1 (8 - t) +
(X pi J
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а , kT -т)1(Г -5)1(8 -т),
(26)

Дальнейшие выкладки, касающиеся определения передаточной
функции системы при произвольной форме импульса создаваемо
го формирующим элементом приводить не будем. Они подобны
выкладкам, приведенным выше для системы первого порядка. Ог
раничимся рассмотрением случая, когда вышеуказанный импульс
имеет прямоугольную форму.

Напишем аналогично формулам (7), (8), (9)
H^t) = - //2>2(*);

н 2,i (() = х(0) cr2,i(O = 32,1(0;
772,2(0 = х(0 з2>2(/, о = 32,2(0 т:)-

(27)
(28)
(29)

Воспользовавшись таблицами модифицированного Z-преобразования
для Z-изображения функции ct2,i(/), согласно формуле (25), получим

2 Z^e-^T | а Z2 (е-«еГ __е-МГ-«(е-Т)7-)
32,1(г,г) - г_е_а7- +а_₽1 (г_е-«г)(г_е-р.г) +

а г2 (е-М7'-«(е-т)Г_е-РлГ-3!(е~т)Г)_|_ге-яГ-Р1уГ-|32(е-т)Т_е-|30Г-аеГ
+ а—В2

е(г-е-^Хг-е-^-)

уТ^г'Г^Т.
Аналогичным образом можно определить, согласно формуле

Z-изображение функции з2>2(0 т). Получим при этом
, , z 2е~^-у)Т

32,2(г, е) = —г_е_лГ +

a z2 (e~sl(z-'‘}r~e~^z~'<}'r)+z( e-^-^-'i)T_e-uT-Mi-'()T
*^а—₽2 (г — е~аГ)(г — е~)

(30)

(26),

а~ (г— е аТ\г — е 0,г)

ТТ'^е7’^7'.

При условии, что 0 гГ уТ, Z-изображения функций
32,2(0 т) имеют вид соответственно

2 _ . а г(е-^Г-^+е-^г -е~
2,1 ’ 2—1 ■ z—e~aT а —£0 (г — e~~aT)(z — е_(3

 и 22 ( е~^Т — e~^T)+z ( е-о-т-^гт __ е-а(1+е_у)Г-

— осе Г

(31)

32,1 (0 и

а — ₽i
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e_a(l+e_Y)r ‘ a

z — e~aT + « — P2

a z(e~M^)T-

z ( e-a(l+e+Y)7- _ е-32(1-Т)Г-агГ)
■— 7 -«T\l _я.т\ +

»
« — Pl

 g-02(l-Y)7’-a7’-p1sr_^-a(l+e-Y)7'-3or

L

+

(z — e *r)(z — e !i°T)
■ a(1+c_Y)r-por

+ —^~----------------------------- TV ■ -on---------- , 0^87’^77’. (33)
“—Pi (z — e лТ )(г — e ,1”/)

Разность выражений (30) и (31) определяет передаточную функцию
системы второго порядка для случая, когда В резуль
тате вычислений получим

л-!(2, _ *(.--^-0  +
z — е

a г2 ( ^-а(е“7)Г_|_<?-/32(е-у)Г-01уТ__(?-а(Е-Т)Г-01у7'_<?-32(е-7)Г

"1” a — ₽2 . (г—e~aT\z—е~^г)

а г( е-“Г-Д2(в-у)7'_)_е-аЕГ-а,Г __е-31ТГ-Ме-т)Г_е-32
+' ^qr2 (г_е-«г)(г_е-р.т)

а г2( e~azr—e~Ptyr~a(z-'ryr)~z( e-Pd^-y)r-<^T_e-a(t-y)r-^T^
 (г_е-“?-)(г_е-ЗоГ) ’

уТ^.еТ^Т. (34)
Для случая, когда согласно выражений (32) и (33)>

передаточная функция определяется выражением
7Z/ ч , гй-“еГ_е-«(1+е-т)7-
K2(Z, е) = 1 —--------- Z_e-«.T---------- +

а г(е-Рп7’-а(1+е-7)Г__.е-а(Ц-г-т)Г_|_е-Зг(1-7)Г-«вТ_е-Зп7’-[,!г7')

+ «— Ра" (г — е~“7 )(г — g-'3"7') 1

 a z^(e~aLzT—e~^iT)+z(e~’1T~^iZT +е~Рг(1~г)г~р‘£Г_g-p2(i-Y)T-aer)
+ ^р;

I
(z—е aT)(z—е ^“т)

az (e-M7’-a(l+£-Y)7-^_^-p,)r-ct(l+E-Y)r_e-P2(l-v)7’-ar-01e7'
a — pi (г—e aT)(z—e ^"r)

OsSeT’^lT'.
В частном случае, при е=0 выражение принимает вид

г, aiz + a0
' (г_е-^г__е-».ту

Ра -д(1-г)Т , « -32(1-y)T __
a-Ра а_р2

«(Рг —Pl) p-31v7’-a(l-Y)7-

(« — pi)(a — Рг)

, Pl -3„Г-a(l.-Y)7- _ а
a — pi a — Pi

Частный результат (36) получен в работе (3).
В заключении отметим, что изложенный выше метод онределг

ния передаточной функции импульсной системы второго порядка
значительно проще метода, использующего аппарат разностных

IG5

a
-----TFe« — Pa

+ >

a0 = е~лт^т

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 



 
 
 

 

 

■уравнений. Существо и 'объем выкладок практически не зависят
от того, что определяется — обычное или модифицированное
Z-преобразования. Изложенный метод пригоден для определения
передаточных функций при произвольной форме импульсов, фор
мируемых формирующим элементом системы.
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