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Аннотация. В работе описан достаточно широкий класс задач с дешевой платой за 
управление. В отличие от существующих в этой области работ, предложено простое 
решение задачи синтеза оптимального управления с интегральным квадратичным 
критерием качества. В качестве примера рассмотрена задача управления 
квадрокоптером.  

1. Введение 
Задача с дешевой платой за управление обычно ставится для линейных систем вида  

�̇�𝑥 = 𝐴𝐴(𝑡𝑡)𝑥𝑥 + 𝐵𝐵(𝑡𝑡)𝑢𝑢, 𝑥𝑥(0) = 𝑥𝑥0, 𝑥𝑥 𝜖𝜖 𝑅𝑅𝑛𝑛            (1) 

с интегральным квадратичным критерием качества 
𝐽𝐽 = 1

2
𝑥𝑥𝑇𝑇(1)𝐹𝐹𝑥𝑥(1) + 1

2 ∫ (𝑥𝑥𝑇𝑇𝑄𝑄𝑥𝑥 + 𝜇𝜇2𝑢𝑢𝑇𝑇𝑅𝑅𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑡𝑡1
0 ,            (2) 

где 𝜇𝜇 – малый положительный параметр.  
Задача (1), (2) рассмотрена в [1], где показано, что решение этой задачи можно получить с 

использованием асимптотических разложений по дробным степеням малого параметра 𝜀𝜀 = 𝜇𝜇
1
𝐿𝐿  

где 𝐿𝐿 можно найти из условия 

�
𝐵𝐵𝑗𝑗
𝑇𝑇𝑄𝑄𝐵𝐵𝑗𝑗 = 0, 𝑗𝑗 = 0, 𝐿𝐿 − 2��������

𝐵𝐵𝐿𝐿−1
𝑇𝑇 𝑄𝑄𝐵𝐵𝐿𝐿−1 > 0,

�            (3) 

где 𝐵𝐵0 = 𝐵𝐵,𝐵𝐵𝑗𝑗 = 𝐴𝐴𝐵𝐵𝑗𝑗−1 − 𝐵𝐵𝑗𝑗−1, 𝑗𝑗 ≥ 1.  
 При этом приходится рассматривать задачу в пространстве существенно большей 
размерности, а именно, n+Lr вместо n. Метод интегральных многообразий [2, 3] для анализа 
таких задач применялся в [4]. В данной работе показано, что для естественного класса задач 
можно обойтись без повышения размерности и, более того, без решения дифференциальных 
уравнений.  

2. Конструирование матричного коэффициента усиления 
Рассмотрим задачу построения закона управления для векторного дифференциального 
уравнения второго порядка 

�̈�𝑥 + 𝐺𝐺(𝑡𝑡)�̇�𝑥 + 𝑁𝑁(𝑡𝑡)𝑥𝑥 = 𝐵𝐵(𝑡𝑡)𝑢𝑢            (4) 
с интегральным квадратичным критерием качества вида 
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𝐽𝐽 =
1
2
𝑥𝑥𝑇𝑇�𝑡𝑡𝑓𝑓�𝐹𝐹1𝑥𝑥�𝑡𝑡𝑓𝑓� +

1
2
𝜇𝜇�̇�𝑥𝑇𝑇�𝑡𝑡𝑓𝑓�𝐹𝐹2�̇�𝑥�𝑡𝑡𝑓𝑓�

+
1
2
� [𝑥𝑥𝑇𝑇(𝑡𝑡)𝑄𝑄1(𝑡𝑡)𝑥𝑥(𝑡𝑡) + 𝜇𝜇�̇�𝑥𝑇𝑇(𝑡𝑡)𝑄𝑄2(𝑡𝑡)�̇�𝑥(𝑡𝑡) + 𝜇𝜇2𝑢𝑢𝑇𝑇(𝑡𝑡)𝑅𝑅(𝑡𝑡)𝑢𝑢(𝑡𝑡)].
𝑡𝑡𝑓𝑓

0
 

Введем новый малый параметр по формуле 𝜇𝜇 = 𝜀𝜀2  и перепишем поставленную задачу в 
форме (1), (2). Соответствующие матрицы примут вид 

𝐴𝐴 = � 0 𝐼𝐼
−𝑁𝑁 −𝐺𝐺� ,𝐴𝐴𝑇𝑇 = �0 −𝑁𝑁𝑇𝑇

𝐼𝐼 −𝐺𝐺𝑇𝑇
�, 

𝑄𝑄 = �
𝑄𝑄1 0
0 𝜀𝜀2𝑄𝑄2

� , �̃�𝑆 = �0 0
0 𝑆𝑆�, 

𝑆𝑆 = 𝐵𝐵𝑅𝑅−1𝐵𝐵𝑇𝑇 . 
Закон оптимального управления имеет вид 
𝑢𝑢 = −𝜀𝜀−4𝑅𝑅−1(0 𝐵𝐵𝑇𝑇)𝑃𝑃 �𝑥𝑥�̇�𝑥�,            (5) 

где матрица 

𝑃𝑃 = �
𝜀𝜀𝑃𝑃1 𝜀𝜀2𝑃𝑃2
𝜀𝜀2𝑃𝑃2

𝑇𝑇 𝜀𝜀3𝑃𝑃3
� 

удовлетворяет матричному дифференциальному уравнению Риккати 
�̇�𝑃 + 𝐴𝐴𝑇𝑇𝑃𝑃 + 𝑃𝑃𝐴𝐴 + 𝑄𝑄 − 𝜀𝜀−4𝑃𝑃𝑆𝑆�𝑃𝑃 = 0 

с граничным условием 

𝑃𝑃�𝑡𝑡𝑓𝑓� = �
𝐹𝐹1 0
0 𝜀𝜀2𝐹𝐹2

�. 

Уравнения для блоков имеют вид 
𝜀𝜀𝑃𝑃1̇ − 𝜀𝜀2�𝑃𝑃2𝑁𝑁 + 𝑁𝑁𝑇𝑇𝑃𝑃2

𝑇𝑇� − 𝑃𝑃2𝑆𝑆𝑃𝑃2
𝑇𝑇 + 𝑄𝑄1 = 0,          (6) 

𝜀𝜀𝑃𝑃2̇ + 𝑃𝑃1 − 𝜀𝜀𝑃𝑃2𝐺𝐺 − 𝜀𝜀2𝑁𝑁𝑇𝑇𝑃𝑃3 − 𝑃𝑃2𝑆𝑆𝑃𝑃3 = 0,           (7) 

𝜀𝜀𝑃𝑃3̇ + 𝑃𝑃2 + 𝑃𝑃2
𝑇𝑇 − 𝜀𝜀(𝑃𝑃3𝐺𝐺 + 𝐺𝐺𝑇𝑇𝑃𝑃3) + 𝑄𝑄2 − 𝑃𝑃3𝑆𝑆𝑃𝑃3 = 0.          (8) 

с граничным условием 
𝜀𝜀𝑃𝑃1�𝑡𝑡𝑓𝑓� = 𝐹𝐹1,𝑃𝑃2�𝑡𝑡𝑓𝑓� = 0, 𝜀𝜀𝑃𝑃3�𝑡𝑡𝑓𝑓� = 𝐹𝐹2. 

Положив в (6)-(8) малый параметр равным нулю, получим уравнения 

−𝑃𝑃2𝑆𝑆𝑃𝑃2
𝑇𝑇 + 𝑄𝑄1 = 0,              (9) 

𝑃𝑃1 − 𝑃𝑃2𝑆𝑆𝑃𝑃3 = 0,                 (10) 

𝑃𝑃2 + 𝑃𝑃2
𝑇𝑇 + 𝑄𝑄2 − 𝑃𝑃3𝑆𝑆𝑃𝑃3 = 0.          (11) 

Предположим, что эти уравнения имеют такое решение 𝑃𝑃1 = 𝑀𝑀1(𝑡𝑡),𝑃𝑃2 = 𝑀𝑀2(𝑡𝑡),𝑃𝑃3 = 𝑀𝑀3(𝑡𝑡)  , 
что все собственные числа 𝜆𝜆𝑖𝑖(𝜀𝜀)  матрицы 

𝐷𝐷 = � 0 𝐼𝐼
−𝜀𝜀−2𝑆𝑆𝑀𝑀2

𝑇𝑇 − 𝑁𝑁 −𝜀𝜀−1𝑆𝑆𝑀𝑀3
� 

имеют отрицательные вещественные части вида −𝜈𝜈(𝜀𝜀)
𝜀𝜀

, 𝜈𝜈(0) > 0.  Тогда, как показано в [5, стр. 
227-230], можно пренебречь граничными условиями, и в качестве решения системы матричных 
уравнений (6)-(8) взять регулярную часть решения этой системы, которая может 
рассматриваться как нульмерное интегральное многообразие медленных движений. В 
стационарном случае роль этого решения играет положительно определенное стационарное 
решение матричного уравнения Риккати. 

Полученные математические результаты приемены авторами для решения задачи 
оптимального управления квадрокоптером. 
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Cheap Control for Quadrupter 

V.A. Sobolev1, E.A. Shchepakina1 
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Abstract. The paper describes a broad class of problems with a cheap control. In contrast to 
existing works in this field, a simple solution of the problem of synthesis of optimal control 
with an integral quadratic performance index is proposed. As an example, we consider the 
quadrupter control problem. 

Keywords: feedback control, cheap control, singular perturbations. 
 

 
 


