
Òåîðåòèêî-èãðîâàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ àãåíòîâ ïî

ìåñòíîñòè ñ ïðåïÿòñòâèÿìè

А.В. Кузнецов1

1Университет информационных технологий и менеджмента в Жешуве, Сухарского 2, 
Жешув, Польша, 35-225

Аннотация. В статье изучается непрерывная задача оптимального управления для 
многоагентного поиска пути, которая подходит для моделирования различных агентов 
типа БПЛА, роя и т.п. Несколько агентов пытаются найти лучшие маршруты, избегая 
препятствий и столкновений. Сначала определяется функционал затрат времени обхода 
пути. Показана непрерывность этого функционала и существование оптимального пути 
для одного агента. Затем описывается многоагентная задача поиска пути и 
соответствующая этому дифференциальная игра. Приводятся различные примеры 
оптимальных маршрутов и стратегии поведения агентов.

1. Ââåäåíèå

Öåëüþ íàñòîÿùåé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå íåïðåðûâíîé ìîäåëè ìíîãîàãåíòíîãî ïîèñêà
ïóòè â ôîðìå çàäà÷è íåëèíåéíîé îïòèìèçàöèè è èçó÷åíèå åå ñâîéñòâ, àíàëîãè÷íî [1],
è ïðèìåíåíèå â íåé òåîðèè èãð. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùèõ ðàáîò
àâòîðà [2, 3, 4, 5]. Ðàçðàáàòûâàþòñÿ àëãîðèòìû ïåðåìåùåíèÿ àãåíòîâ èç ñâîèõ íà÷àëüíûõ
ïîçèöèé â íåêîòîðûå ïóíêòû íàçíà÷åíèÿ çà êðàò÷àéøåå âðåìÿ ñ èçáåãàíèåì êîëëèçèé.
Ïðåïÿòñòâèÿ, ñ êîòîðûìè ñòàëêèâàþòñÿ àãåíòû, èìåþò ðàçëè÷íûå ñòåïåíè ïðîõîäèìîñòè
è ìîãóò çàäåðæèâàòü àãåíòîâ íà ðàçëè÷íîå âðåìÿ. Êðîìå òîãî, àãåíòû êîîðäèíèðóþò ñâîè
äåéñòâèÿ, ÷òîáû èçáåæàòü ñòîëêíîâåíèé âî âðåìÿ äâèæåíèÿ.

Ïðîáëåìà êîëëåêòèâíîãî äâèæåíèÿ ñ îáõîäîì ïðåïÿòñòâèé ñâÿçàíà ñ èçâåñòíûì ìåòîäîì
ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ ïëàíèðîâàíèÿ ïóòè. Â ýòîì ìåòîäå îêðóæàþùàÿ ñðåäà è ïðåïÿòñòâèÿ
îïèñûâàþòñÿ ïîòåíöèàëüíûì ïîëåì, êîòîðîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê âîîáðàæàåìóþ âûñîòó
[6]. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïî ñóòè èçó÷àåò ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû ìåòîäà ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ.

Ìîòèâàöèÿ äëÿ ýòîé ñòàòüè � ÷ðåçâû÷àéíàÿ òðóäíîñòü ïðèìåíåíèÿ êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ
íåïðåðûâíîé îïòèìèçàöèè ê ìíîãîàãåíòíûì çàäà÷àì ïîèñêà ïóòè, à òàêæå âû÷èñëèòåëüíàÿ
ñëîæíîñòü ïåðå÷èñëåíèÿ âîçìîæíûõ ïóòåé, ÷òîáû íàéòè ñàìûé áûñòðûé ïóòü äëÿ
äèñêðåòíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è.

Â ýòîé ñòàòüå òåðìèíû ¾ìàðøðóò¿, ¾ïóòü¿, ¾òðàåêòîðèÿ¿ áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ
âçàèìîçàìåíÿåìî.

2. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Îáîçíà÷èì n -ìåðíîå âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî êàê Rn, ìíîæåñòâî âåùåñòâåí-
íûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë � R+. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ω ⊂ R2 ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé îá-
ëàñòüþ ñ íåïóñòîé ñâÿçíîé âíóòðåííåé ÷àñòüþ, êîòîðóþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îáúåäè-
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íåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà âûïóêëûõ ìíîæåñòâ, ‖u‖ =
√∑n

i=1 u
2
i � åâêëèäîâà íîðìà âåêòîðà

u = (u1, . . . , un) ∈ Rn. C(X;Y ) � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé f : X → Y , Ci(X;Y )
- ïðîñòðàíñòâî i ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé f : X → Y ñ íîðìîé ìàê-
ñèìóìà, C(X,R) = C(X), Ci(X,R) = Ci(X). Wm

p (X;Y ) � ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà ôóíêöèé,
îïðåäåëåííûõ íàX ñî çíà÷åíèÿìè â Y , êîòîðûå âìåñòå ñî ñâîèìèm ñëàáûìè ïðîèçâîäíûìè
ñîäåðæàòñÿ â Lp(X;Y ) ñ íîðìîé

‖u‖Wm
p (X;Y ) =

√√√√ n∑
i=1

( ∑
|α|≤m

∫
X
|Dαui(x)|pdx

)2/p

.

Çàäàíî ìíîæåñòâî èç m àãåíòîâ, îáîçíà÷àåìîå êàê Ag = {a1, . . . , am}, êîòîðûå
ïåðåìåùàþòñÿ ïî îáëàñòè Ω, ∂Ω ∈ C1 ïî ìàðøðóòàì rk : [0, T ] → Ω èç òî÷êè Ak ∈ ∂Ω â
òî÷êó Bk ∈ ∂Ω. Øàã ïî âðåìåíè t íåïðåðûâíî ïîíèìàåòñÿ íàìè êàê t ∈ [0, T ]. Ìàêñèìàëüíàÿ
ñêîðîñòü àãåíòà â òî÷êå x è â ìîìåíò âðåìåíè t îãðàíè÷åíà îãðàíè÷åííîé ôóíêöèåé
ïðîõîäèìîñòè u ∈ C([0, T ], C1(Ω)), u : [0, T ] × Ω → R+. Êàæäûé k-ûé àãåíò ak ñòðåìèòñÿ
äâèãàòüñÿ ñ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé ñêîðîñòüþ:

‖ṙk(t)‖ = u(t, rk(t)), (1)

Íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü âðåìÿ Θk(rk), êîòîðîå êàæäûé k -ûé àãåíò òðàòèò íà
ìàðøðóòå rk:

Θk(rk)→ min, k = 1,m èëè max
k=1,m

Θk(rk)→ min . (2)

Òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ëþáàÿ ïàðà k -ãî è j -àãåíòîâ ak è aj èìåþò ðàäèóñ ε è èõ
òðàåêòîðèè íå ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ â îäèí è òîò æå ìîìåíò:

∀(i, j ∈ {1,m}, i 6= j) ‖ri(t)− rj(t)‖ > ε, t ∈ [0, T ]. (3)

Âèäíî, ÷òî óñëîâèÿ (1) è (3) âçàèìíî ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó. Íàïðèìåð, Ω ìîæåò
ñîñòîÿòü èç äâóõ ÷àñòåé ñ îäíèì òîíêèì ìîñòîì øèðèíîé 2ε, è äâà àãåíòà íå ìîãóò
îäíîâðåìåííî ïåðåìåùàòüñÿ ïî ýòîìó ìîñòó ñ ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòüþ.

×òîáû óñòðàíèòü ïðîòèâîðå÷èå, ìû çàìåíèì óñëîâèå (1) íà ñëåäóþùåå:

‖ṙk(t)‖ = u(t, rk(t))− vk,ε(t, r1(t), . . . , rm(t)), (4)

Ïóñòü Ik � óïîðÿäî÷åííîå ïî î÷åðåäíîñòè äâèæåíèÿ â ñëó÷àå âîçìîæíîé êîëëèçèè
ìíîæåñòâî àãåíòîâ, ïîâåäåíèå êîòîðûõ àíàëèçèðóåòñÿ k-ûì àãåíòîì ak. Âîçìîæíî
ïðåäïîëîæèòü, íàïðèìåð, ÷òî Ik ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì íåïóñòûì ïîäìíîæåñòâîì íåêîòîðîé
ïåðåñòàíîâêè Ag. Òîãäà vk,ε(t, r1(t), . . . , rm(t)) èç (4) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

vk,ε(t, r1(t), . . . , rm(t); Ik) =

{
u(t, rk(t)), ∃(ai 6= ak ∈ Ik) ‖rk(t)− ri(t)‖ ≤ ε,
0, ∃(ai 6= ak ∈ Ik) min

i∈Ik
‖rk(t)− ri(t)‖ > ε,

èëè êàê

vk,ε(t, r1(t), . . . , rm(t); Ik) =


u(t, rk(t)), ∀(ai 6= ak ∈ Ik) ξk(rk(t), ri(t)) ≤ ε,
σε(α, ξk(rk(t), ri(t))), ε+ α ≥ ξk(rk(t), ri(t)) > ε,

0, ∀(ai 6= ak ∈ Ik) ξk(rk(t), ri(t)) > ε+ α,

ãäå
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σε(α, ξ) =
ξ − α
ε− α

u(t, rk(t)) èëè σε(α, ξ) = u(t, rk(t))

(
1

2
+

1

2
erf

(
z0(α+ 2ε− 2ξ)

α

))
,

z0 = min{z|erf(z) = 1}.
Çäåñü ξk ∈ C((R2)m) � íåêîòîðûå àãðåãàòíûå ôóíêöèè ‖ri − rj‖, i, j = 1,m ïîäîáíî

ξk(r1, . . . , rm) = min
i∈Ik
‖rk − ri‖ èëè ξk(r1, . . . , rm) =

1

m− 1

∑
i∈Ik
‖rk − ri‖.

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëû (3) è (4) îïðåäåëÿþò îáùèå òðåáîâàíèÿ ïðè ïîèñêå
îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé ïðè ïîèñêå ñàìûõ áûñòðûõ ìàðøðóòîâ.

Îáîçíà÷èì νε(t, rk(t)) = u(t, rk(t)) − vk,ε(t, r1(t), . . . , rm(t); Ik). Ðàçóìååòñÿ, νε ∈
C([0, T ], C1(Ω)) � îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ, òàê êàê u � îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ.

3. Ìàðøðóòû è ôóíêöèîíàëû ñòîèìîñòè âðåìåíè

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ls ïðîèçâîëüíî óïîðÿäî÷åííûé êîíå÷íûé (èëè ìîæåò áûòü ñ÷åòíûé)
íàáîð òî÷åê Ls = {li ∈ [0, L]|li < li+1, l0 = 0, ls = T, i ∈ N}.
Îïðåäåëåíèå 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Y ìíîæåñòâî òàêèõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé èç
[0, L] â Ω÷òî äëÿ âñåõ r ∈ Y âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. ∃(Ls ∈ T )∀(li−1, li ∈ Ls) r|(li−1,li) ∈ C2((li−1, li);R2).
2. Ìíîæåñòâî r([0, L]) ∩ ∂Ω ñîäåðæèò êàê ìèíèìóì äâà ýëåìåíòà.
3. Ïðîèçâîäíûå âñåõ ôóíêöèé èç Y ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû (çà èñêëþ÷åíèåì, âîçìîæíî,

ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà òî÷åê, â êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ íå ñóùåñòâóåò): max
l∈[0,L]

‖r′(l)‖ ≤ C1.

4. Âòîðûå ïðîèçâîäíûå âñåõ ôóíêöèé èç Y ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû â ñóììå:∑
j∈J

max
l∈(lj−1,lj)

‖r′′(l)‖p ≤ Cs,

p > 1, ãäå {lj |j ∈ J} � ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ ïåðâàÿ è âòîðàÿ ïðîèçâîäíûå
íå ñóùåñòâóþò.

Âîçìîæíî âû÷èñëèòü äëèíó l(t) êðèâîé r ∈ Y, ïðîéäåííîé çà âðåìÿ t, êàê

l(t) =

∫ t

0
‖ṙ(l(s))‖ds. (5)

Îïðåäåëåíèå 2. Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë çàòðàò âðåìåíè íà ïðîõîæäåíèå ïóòè Θ :
Y × C1[0, T ]→ R+ êàê Θ(r, l) = min{t ∈ (0, T ]|r(l(t)) ∈ ∂Ω}.

4. Îïèñàíèå èãðû àãåíòîâ

Îïðåäåëèì èãðó àãåíòîâ, ïðîèñõîäÿùóþ â ìîìåíò âîçìîæíîé êîëëèçèè tp, ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

• Èãðîêàìè ÿâëÿþòñÿ ñàìè àãåíòû èç Ag.

• Ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé îäíî äëÿ âñåõ èãðîêîâ è îïðåäåëÿåòñÿ êàê S = {B : Y → Y}. Â
ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, åñëè ôóíêöèÿ u íå çàâèñèò îò âðåìåíè, îòîáðàæåíèÿ B òàêîâû,
÷òî B : r 7→ r ◦ β, ãäå β ∈ C∞(0, T ) ∩ C[0, T ] � ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ, β(t) ≤ t,
t ∈ [0, T ]. Ò.å. àãåíò ìîæåò âûáèðàòü òîëüêî ñêîðîñòü, ñ êîòîðîé áóäåò òîðìîçèòü äëÿ
èçáåãàíèÿ êîëëèçèè.
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• Ôóíêöèÿ ïëàòåæà äëÿ àãåíòà ak çàäàåòñÿ êàê

Fk(Bp) =

{
Θ(rk, lk)−Θ(Bp(rk), lk), ∀(i = 1,m, i 6= k)‖rk(t)− ri(t)‖ > ε,

−∞, ∃(i ∈ 1,m, i 6= k)‖rk(t)− ri(t)‖ ≤ ε,

ãäå (rk, lk) ìèíèìèçèðóåò ôóíêöèîíàë Θ, Bp ∈ S.
• Ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(Bp,1, . . . Bp,m) ∈ Sm � (B̃p,1, . . . B̃p,m) ∈ Sm ⇐⇒
m∑
k=1

Θ(Bp,k(rk), lk) ≤
m∑
k=1

Θ(B̃p,k(rk), lk).

Óêàçàííàÿ èãðà ìîæåò ïîâòîðÿòüñÿ íåîãðàíè÷åííîå êîëè÷åñòâî ðàç, ïîêà êàæäûé àãåíò
íå äîñòèãíåò öåëåâîé ïîçèöèè, ïðè êàæäîé âîçìîæíîé êîëëèçèè àãåíòîâ. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷àåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíàÿ èãðà, â êîòîðîé ôóíêöèÿ ïëàòåæà äëÿ àãåíòà ak çàäàåòñÿ
êàê Φ(Bk) =

∑
p∈Col

Fk(Bp), ãäå Col � ìíîæåñòâî âñåõ êîëëèçèé äëÿ àãåíòà ak, Bk ∈ S|Col|

� âåêòîð ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíåííûõ ñòðàòåãèé èç S. Îòêðûòûì âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ òî,
íàñêîëüêî ïîëó÷èâøàÿñÿ â èòîãå òðàåêòîðèÿ r̃k = Bp1

k ◦ · · · ◦B
ph
k ◦ rk, pi ∈ Col, i = 1, h áóäåò

õóæå îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè rk äëÿ îäíîãî àãåíòà.
Ïðèâåäåííàÿ èãðà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû èçáåãàíèÿ êîëëèçèé,

îïèñàííîé â ñòàòüå [7], â êîòîðîì òðàåêòîðèè àãåíòîâ çàäàíû íåÿâíî. Â ïðîìåæóòêàõ ìåæäó
êîëëèçèÿìè ïîâåäåíèå àãåíòîâ îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ îáû÷íûõ ìåòîäîâ íåïðåðûâíîé
îïòèìèçàöèè, ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ êîòîðûõ áóäóò äàíû íèæå.

5. Ýëåìåíòàðíûå ïðèìåðû

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáëàñòü Ω ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì [−1, 1]×[−1, 1], à ìàðøðóòû ïðèíàäëåæàò
C1(0, 1) ∩ C[0, 1], ïîýòîìó r(x) = (x, y(x)) è u(t, r) = u(t, x, y). Â ýòîé ñèòóàöèè ìû ìîæåì
èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíóþ âàðèàöèîííóþ òåõíèêó, ÷òîáû íàéòè ñàìûé áûñòðûé ïóòü.
Óðàâíåíèå Ýéëåðà-Ëàãðàíæà äëÿ ôóíêöèîíàëà

T (y) =

b∫
a

F (x, y(x), y′(x))dx,

ãäå F - âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ñ íåïðåðûâíûìè ïåðâûìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, à y
� ýêñòðåìàëü T , çàïèøåòñÿ êàê

∂F

∂y
− d

dx

∂F

∂y′
= 0.

Îïðåäåëèì F è ôóíêöèîíàë çàòðàò âðåìåíè T êàê

F (x, y(x), y′(x)) =

√
1 + y′2(x)

u(t, x, y(x))
, T (y) =

b∫
a

√
1 + y′2(x)

u(t, x, y(x))
dx =

∫
_
ab

dl

u(t, x, y(x))
,

ãäå dl ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì êðèâîé òðàåêòîðèè
_
ab. Óðàâíåíèå Ýéëåðà-Ëàãðàíæà äëÿ ýòîãî

ôóíêöèîíàëà(
y′(x)2 + 1

) (
y′(x)u(1,0)(x, y(x))− u(0,1)(x, y(x))

)
(y′(x)2 + 1)3/2 u(x, y(x))2

− y′′(x)u(x, y(x))

(y′(x)2 + 1)3/2 u(x, y(x))2
= 0. (6)

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ïðîñòûå ñëó÷àè.
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1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u(t, r) = u1(x, y) = ax+ by+ c, b 6= 0. Óðàâíåíèå Ýéëåðà-Ëàãðàíæà
áóäåò

−y′′(x)(ax+ by(x) + c) + ay′(x)3 + ay′(x)− by′(x)2 − b = 0

è ìû ïîëó÷àåì äâà òî÷íûõ ðåøåíèÿ (ñì. ðèñóíîê 5)

y+(x) = e−b
2c1

√
1− e2b2c1 (a2 (x− c2) + ac+ b2 (x− c2)) 2

(a2 + b2)2 − bc

a2 + b2
− ac2

b
,

y−(x) = −e−b2c1
√

1− e2b2c1 (a2 (x− c2) + ac+ b2 (x− c2)) 2

(a2 + b2)2 − bc

a2 + b2
− ac2

b
.

2. u(t, r) = u2(x, y) = ax2 + by2 + c. Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà èìåþò ñëåäóþùèé âèä

−y′′(x)
(
ax2 + by(x)2 + c

)√
y′(x)2 + 1 (ax2 + by(x)2 + c)

−
2
(
y′(x)2 + 1

)
(by(x)− axy′(x))√

y′(x)2 + 1 (ax2 + by(x)2 + c)
= 0.

Çäåñü íåò ïðîñòîãî ñïîñîáà ïîëó÷èòü òî÷íîå ðåøåíèå. Îäíàêî ëåãêî ïîëó÷èòü ÷èñëåííîå
ðåøåíèå. ×èñëåííûå ðåøåíèÿ äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 1.

Ðèñóíîê 1. Ýêñòðåìàëè äëÿ ñëó÷àåâ 1 è 2

3. u(t, r) = u3(x, y; a, b, c) = a exp
(
−x2+y2

b

)
+ c. Ýòî áîëåå èíòåðåñíûé ñëó÷àé, ïîòîìó ÷òî

ðåàëüíûå ïðåïÿòñòâèÿ ìîãóò áûòü îïèñàíû ñ ïîìîùüþ òàêèõ ôóíêöèé, êàê u3(x, y; a, b, c).
Óðàâíåíèå Ýéëåðà-Ëàãðàíæà èìååò âèä

by′′(x)

(
a+ c exp

(
x2 + y(x)2

b

))
+ 2axy′(x)3 + 2axy′(x)− 2ay(x)

(
y′(x)2 + 1

)
= 0.

Çäåñò òàêæå íåò ïðîñòîãî ñïîñîáà ïîëó÷èòü òî÷íîå ðåøåíèå, è, êðîìå òîãî, ñóùåñòâóþò
íåêîòîðûå âû÷èñëèòåëüíûå ïðîáëåìû. Êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ýòèõ óðàâíåíèé èìååò áîëåå
îäíîãî ðåøåíèÿ. Êðîìå òîãî, â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü
ìèíèìóìû, ìàêñèìóìû èëè, â õóäøåì ñëó÷àå, ÷èñëåííûé àëãîðèòì âîîáùå íå íàéäåò
ïðàâèëüíîãî ðåøåíèÿ. ×èñëåííûå ðåøåíèÿ äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 5.

4. u(t, r) = u4(x, y) = u3(x− x0, y − y0; a0, b0, c0) + u3(x− x1, y − y1; a1, b1, c1), (x− x0)2 +
(y − y0)2 6= 0. Ïàðàìåòðû ai, bi, ci, i = 1, 2 âûáðàíû òàê, ÷òîáû ∀(x, y ∈ Ω) u4(x, y) ≥
0. Îáîçíà÷èì P0(x, y) = a0 exp

(
− (x+x0)2+(y+y0)2

b0

)
, P1(x, y) = a1 exp

(
− (x+x1)2+(y+y1)2

b1

)
.

×èñëåííûå ðåøåíèÿ äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 2.
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Ðèñóíîê 2. Ýêñòðåìàëè äëÿ ñëó÷àåâ 3 (ñëåâà, îäíî ïðåïÿòñòâèå) è 4 (ñïðàâà, äâà
ïðåïÿòñòâèÿ)

6. Ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ äëÿ îäíîãî àãåíòà

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè ξk � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ïî ri åñëè ξk > ε, òàê ÷òî
vk,ε ∈ C([0, T ], C1(Ω)). Ïîëîæèì rk = r. Ìîæíî ïåðåïèñàòü (4), (5) êàê

l(t) =

∫ t

0
‖∂sr(l(s))‖ds =

∫ t

0
νε(l(s), r(l(s)))ds, t ≥ 0 (7)

è èçó÷èòü ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ äëÿ çàäà÷è

‖ṙ(l(t))‖ = νε(t, r(l(t))), (8)

Θ(r, l)→ min, r ∈ Y. (9)

Îáîçíà÷èì êàê Θ(r, l) = Θ(r) äëÿ l, ÿâëÿþùèõñÿ ðåøåíèÿìè (7).
Àâòîð äîêàçàë, ÷òî (7) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â C1[0, T ] â ñòàòüå [1], ëåììà 4. Äàëåå

â ýòîì ðàçäåëå ìû îáîçíà÷èì êàê ln ðåøåíèå (7) ñ r = rn.
Òàêæå â ëåììå 4 âûøåóïîìÿíóòîé ñòàòüè ãîâîðèòñÿ: åñëè rn → r0 â W

1
p ([0, L];R2), p > 1,

{rn}∞n=1 ⊂ Y, r0 ∈ Y, òî ln → l0 in C
1[0, T ], rn ◦ ln → r0 ◦ l0 in C([0, T ];R2) è åñëè

0 < η = min
t∈[0,T ],r∈Ω

νε(t, r),

òî rn ◦ ln → r0 ◦ l0 in W 1
p ([0, T ],R2).

Ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ çàäà÷à (8), (9) èìååò ðåøåíèå ([1], òåîðåìà 2).
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (8), (9), íåîáõîäèìî äîïîëíèòåëüíî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé

0 ≤ min
t∈[0,T ],r∈Ω

νε(t, r) < η, η > 0.

Ïðåäïîëîæèì ÷òî l � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð êðèâîé r. Åñëè r ÿâëÿåòñÿ òðàåêòîðèåé
íåêîòîðîãî îáúåêòà, òî ðàâåíñòâî ‖ṙ(l(t))‖ = 0 îçíà÷àåò, ÷òî îáúåêò íå äâèãàåòñÿ.

Óêàæåì äîïîëíèòåëüíûå òðåáîâàíèÿ ê ôóíêöèè νε. Åñëè νε(t, r) = 0, t ∈ [0, T ], òî
ñóùåñòâóåò èíòåðâàë (t1, t2) ∈ [0, T ] òàêîé ÷òî t ∈ (t1, t2) ∨ t = t1 = 0 ∨ t = T = t2
è ∀(t0 ∈ (t1, t2))∀(r ∈ Y) νε(t0, (r ◦ l)(t0)) = 0 èëè ñóùåñòâóþò t1 < t ∨ t = t1 = 0,
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Ðèñóíîê 3. Êîëëèçèÿ àãåíòîâ a1, a2, a3 â ïåðâîì ýòàïå èãðû. Àãåíò a4 íå ÿâëÿåòñÿ
ñîñåäîì äëÿ îñòàëüíûõ àãåíòîâ

t2 > t∨t = t2 = T , t1, t2 ∈ [0, T ] òàêèå ÷òî ∀(t0 ∈ (t1, t)∪(t, t2))∀(r ∈ Y) νε(t0, (r◦ l)(t0)) 6= 0.
Íàêîíåö, ãðàíèöà îáëàñòè Ω âñåãäà ïðîõîäèìà:

∀(t ∈ (0, T ])∀(r ∈ ∂Ω) νε(t, (r ◦ l)(t)) > 0. (10)

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ îòêðûòûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ (ti−1, ti) ⊂ [0, T ], â
êîòîðûõ νε(t, r(l(t))) = 0 êàê Z(r), ìíîæåñòâî âñåõ îòêðûòûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ
[0, T ], â êîòîðûõ νε(t, r(l(t))) ≥ η > 0 êàê E(r). Òàêæå, îáîçíà÷èì êàê N (r) ìíîæåñòâî âñåõ
îòêðûòûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ [0, T ], â êîòîðûõ 0 < νε(t, r(l(t))) < η.

Ëåììà 1. Ïóñòü rn → r0 in W
1
p ([0, L];R2), p > 1, {rn}∞n=1 ⊂ Y, r0 ∈ Y, òîãäà rn◦ln → r0◦l0

in W 1
p ([0, T ];R2).

Òåîðåìà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñâîéñòâî (10) èìååò ìåñòî. Òîãäà ôóíêöèîíàë Θ :
Y × C1[0, T ] → R+ íåïðåðûâåí äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî l ∈ C1[0, T ], ÿâëÿþùåãîñÿ
ðåøåíèåì (7).

Òåîðåìà 2. Çàäà÷à (8), (9) èìååò ðåøåíèå.

Òàêæå èìååì ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå:

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü min
(t,r)∈Ω

νε(t, r) > 0 è âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1. Òîãäà

∥∥∥∥∥
3∑
i=1

λi(rn ◦ ln)′+(ξi)

∥∥∥∥∥ ≥ (1− η) min
(t,r)∈Ω

νε(t, r),

ξ∗, ξi ∈ (Θ(rn),Θ(r0)), i = 1, 3, 0 ≤ η < 1.

7. Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå äëÿ íåñêîëüêèõ àãåíòîâ

Âñå àãåíòû ai ∈ Ik, òàêèå ÷òî i 6= k, ïîâåäåíèå êîòîðûõ âëèÿåò íà ïîâåäåíèå ak ñ ìîìåíòà
ïåðâîé êîëëèçèè, íàçûâàþòñÿ ñîñåäÿìè ak (ðèñóíîê 3). Îïèøåì ïðèìåð ðàöèîíàëüíîé
ñòðàòåãèè äëÿ àãåíòà ak íà íåïîäâèæíîì ëàíäøàôòå u, êîãäà àãåíò ìîæåò òîëüêî òîðìîçèòü
äëÿ èçáåãàíèÿ êîëëèçèè. Âî âðåìÿ ñàìîé ïåðâîé êîëëèçèè ïîðÿäîê òîðìîæåíèÿ àãåíòîâ
âûáèðàåòñÿ ïî íîìåðàì àãåíòîâ èëè ïî òîìó, êàêîé àãåíò áëèæå ê öåëè. Âî âðåìÿ
ïîñëåäóþùèõ êîëëèçèé tp ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëîãèêà:
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(i) Àãåíò èññëåäóåò ñïèñîê ñâîèõ ñîñåäåé Agk.

(ii) Åñëè àãåíò âî âðåìÿ ïðåäûäóùåé êîëëèçèè òîðìîçèë ïåðåä ai ∈ Agk, ò.å. âûáèðàë
β(t) 6= t, òî âûáèðàåò β(t) = t (íå òîðìîçèò). Èíà÷å òîðìîçèò.

(iii) Ôóíêöèÿ β âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî |rk(β(lk(tp))) − ri(li(tp))| ≥ ε + ε′, íî ïðè
ýòîì ‖β−1‖C[0,T ] → min, ε′ � íåêîòîðûé ìàëûé ïàðàìåòð, íåîáõîäèìûé äëÿ èçáåæàíèÿ
êàñàíèÿ àãåíòîâ.

Òàêæå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ñîöèàëüíîãî ïîâåäåíèÿ àãåíòîâ,
ââîäÿ ¾àëüòðóèñòè÷íûõ¿ àãåíòîâ, ñêëîííûõ âñåãäà óñòóïàòü äîðîãó äðóãèì, ¾ýãîèñòè÷íûõ¿
àãåíòîâ, ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè íàêëîííîñòÿìè, è òàê äàëåå.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèÿ: ik : t 7→ Ik, k = 1,m, t ∈ [0, T ], êîòîðîå äàåò îòíîøåíèå
ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó âðåìåíåì âîçìîæíîé êîëëèçèè t ∈ [0, T ] äëÿ àãåíòà ak è î÷åðåäíîñòüþ
äâèæåíèÿ àãåíòîâ, íåîáõîäèìîé äëÿ ðàçðåøåíèÿ êîëëèçèè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ik ìíîæåñòâî
âñåõ îòîáðàæåíèé ik, i = (i1, . . . , im) è wk,ε(t, r(t); Ik) = u(t, rk(t))−vk,ε(t, r1(t), . . . , rm(t); Ik),

Θ∗(r, i) =

m∑
k=1

Θ(rk, lk[ik]), (11)

ãäå lk[ik] ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (7) ñ r = rk:

l(t) =

∫ t

0
wk,ε(s, r(l(s)); ik(s))ds, t ≥ 0. (12)

Íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü Θ∗(r, i)→ min, r ∈ (Y)m, i ∈ I = I1×· · ·×Im. Ýòà çàäà÷à
èçâåñòíà êàê ìíîãîàãåíòíûé ïîèñê ïóòè [8]. Â îòñóòñòâèè êîëëèçèé ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ
ýòîé çàäà÷è î÷åâèäíî. Â ñëó÷àå êîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà qcol âîçìîæíûõ êîëëèçèé íà îòðåçêå
âðåìåíè [0, T ] ôóíêöèîíàë Θ∗ îïðåäåëåí íà äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè ìíîæåñòâà ôóíêöèé
(Y)m è êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà îòîáðàæåíèé I. Ñïðàâåäëèâà îöåíêà |Ik| ≤ (|Ag|!)qcol , òîãäà

|I| ≤ ( max
k=1,m

|Ik|)m ≤ ((|Ag|!)qcol)m = (m!)mqcol ,

ñëåäîâàòåëüíî êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ I ìîæåò áûòü çíà÷èòåëüíî, ÷òî çàòðóäíÿåò ïðèìåíåíèå
êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè.

8. Çàêëþ÷åíèå
В статье была изучена непрерывная задача оптимального управления для многоагентного поиска 
пути. Агентами могут быть БПЛА, наземные роботы, различные агенты роя и т.п. Показано 
существование оптимальных маршрутов агентов с помощью аппарата функционального анализа 
в отсутствии коллизий между агентами. Предложена дифференциальная игра, описывающая 
поиск пути агентами при наличии коллизий. Приводятся различные примеры оптимальных 
маршрутов и стратегии поведения агентов. Дальнейшее развитие работы может быть в 
направлении поиска равновесия для предлагаемой игры и в направлении перехода от 
дифференциальной игры к дискретной игре.
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Abstract. In the paper, we studied the continuous optimal control problem for multi-agent 
path-finding which is suitable for modelling various agents such as UAVs, swarms etc. Here, 
multiple agents try to find the best routes avoiding the obstacles and collisions. At first, we 
define path-traversing time cost functional. We show continuity of this functional and existence 
of the optimal path for a single agent. Then, we describe the multi-agent path-finding problem. 
Also, we consider game theory interpretation for the multi-agent path-finding with continuous 
routes and social behaviour. Various examples of optimal routes and agent behaviour strategies 
are provided.
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