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Аннотация. Рассматривается линейно-квадратичная задача 
оптимального управления для сингулярно возмущенной 
дифференциальной системы, описывающей динамику 
магнитоэлектрического силового привода. Оптимальное управление 
ищется в виде обратной связи. Использование метода интегральных 
многообразий позволяет понизить порядок матричного 
дифференциального уравнения Риккати.

1. Введение
Динамика линейного магнитоэлектрического силового привода описывается системой диф-
ференциальных уравнений, содержащей малый множитель при части производных [1,2].
Использование геометрического подхода, в частности теории интегральных многообразий
[2-4], позволяет во многих случаях понижать размерность моделей и устранять вычисли-
тельную жесткость. Метод интегральных многообразий использовался при решении задач
оптимального управления для динамических систем различной природы, отличительной
особенностью которых является наличие малых параметров и переменых с существенно
различными скоростями изменения [4-10].
В работе [2] рассматривалась задача оптимального быстродействия для сингулярно воз-
мущенной модели линейного магнитоэлектрического привода. Построены асимптотические
разложения для точек переключения.
В работе [1] раассматривалась линейно-квадратичная задача оптимального управления на
конечном промежутке времени для магнитоэлектрического привода. Для построения
оптимального управления использовался подход, основанный на решении краевой зада-
чи принципа максимума. Произведена декомпозиция линейной сингулярно возмущенной
краевой задачи на краевую задачу для медленных переменных и две начальных задачи
для быстрых переменных. В настоящей работе для синтеза управляющего воздействия ис-
пользуется подход, базирующийся на решении матричного дифференциального уравнения
Риккати. Использование метода интегральных многообразий позволяет понизить порядок
рассматриваемого уравнения и, тем самым, упростить задачу построения оптимального
закона управления.

2. Постановкам задачи
Рассматривается математическая модель системы, состоящей из линейного магнитоэлек-
трического силового привода, представляющего собой катушку, движущуюся в просвете
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постоянного магнита, и перемещаемого груза [11–13]

U(t) = I(t)R + Lİ(t) + Kev(t)
mv̇(t) + Bv(t) = KF I(t). (1)

E
Здесь U = U(t) — входное напряжение, I = I(t) — сила тока в катушке, L — индуктивность 
катушки, R — сопротивление, ¯ = Kev(t) — противо-ЭДС, m — масса нагрузки, включая 
катушку, B — коэффициент вязкого трения, F = KF I — действующая сила привода (сила 
Лоренца), x = x(t) — перемещение движущейся части, v = v(t) = ẋ (t) — линейная скорость. 
Индуктивность катушки предполагается малой.
Введем следующие переменные состояния: x1 = x, x2 = v, y = I, малый параметр ε = L и 
перепишем систему (1) в виде

ẋ1 = x2,

ẋ2 = −µx2 + α1x3,

εẋ3 = −α2x2 −Rx3 + u, (2)

где µ = B/m, α1 = KF /m, α2 = Ke.
Рассматрим задачу минимизации квадратичного критерия

J =

1∫

0

(β1x
2
1(t) + β2x

2
2(t) + β3x

2
3(t) + γu2(t))dt, βj ≥ 0, j = 1, 3, γ > 0 (3)

на траекториях системы (2) c начальными условиями

x1(0) = x10, x2(0) = x20, x3(0) = x30. (4)

Управляющим воздействием в данной задаче является входное напряжение u = U(t).
Перепишем систему (2), (4) в виде

ẋ = Ax + Bu, x ∈ R3, x(0) = x0, (5)

а функционал качества (3) в виде

J =

1∫

0

xT (t)Qx(t) + γu2(t)dt. (6)

Здесь

x =




x1

x2

x3


 , A = A(ε) =

(
A1 A2

A3/ε A4/ε

)
, B = B(ε) =

(
B1

B2/ε

)
, Q =

(
Q1 0
0 Q3

)
,

A1 =
(

0 1
0 −µ

)
, A2 =

(
0
α1

)
, B1 =

(
0
0

)
, Q1 =

(
β1 0
0 β2

)
,

A3 = (0,−α2), A4 = −R, B2 = 1, Q3 = β3.
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Первые две компоненты x1, x2 вектора x —  медленные переменные, а x3 —  быстрая 
переменная.
Оптимальное управление в данной задаче задается формулой

u = −1
γ

BT Kx, (7)

где матричная функция K = K(t, ε) является решением матричного дифференциального
уравнения Риккати

K̇ + AT K + KA−KSK + Q, K(1) = 0, (8)

S =
1
γ

BBT =
(

S1 S2

ST
2

1
ε2 S3

)
, S1 =

(
0 0
0 0

)
, S2 =

(
0
0

)
, S3 =

1
γ

.

Будем искать матрицу K в блочном виде

K =
(

K1 εK2

εKT
2 εK3

)
. (9)

Тогда из уравнения (8) для блоков K1, K2, K3 получаем систему матричных уравнений
вида

K̇1 = −K1A1 −AT
1 K1 −K2A3 −AT

3 KT
2 + K2S3K

T
2 −Q1,

εK̇2 = −K1A2 −K2A4 − εAT
1 K2 −AT

3 K3 + K2S3K3,

εK̇3 = −2K3A4 + S3K
2
3 + ε(−KT

2 A2 −AT
2 K2)−Q3 (10)

с граничными условиями

K1(1, ε) = 0, K2(1, ε) = 0, K3(1, ε) = 0.

У системы (10) существует интегральное многообразие медленных движений вида

K2 = h2(K1, ε) = h20(K1) + εh21(K1) + . . .

K3 = h3(K1, ε) = h30(K1) + εh31(K1) + . . . (11)

Матричные функции h2i, h3i определяются из уравнений, получаемых приравниванием 
коэффициентов при одинаковых степенях ε в соотношениях, полученных формальной 
подстановкой hi вместо Ki, i = 2, 3 в (10).
Так, при ε = 0 имеем

−K1A2 − h20A4 −AT
3 h30 + h20S3h30 = 0,

−2h30A4 + S3h
2
30 −Q3 = 0.

В качестве h30 выберем положительное решение последнего уравнения

M = −Rγ +
√

R2γ2 + β3

Тогда выполняется неравенство D4 = A4 − S3M = − 1
γ

√
R2γ2 + β3 < 0.
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h20 = K1M1 + M2,
Для h20 получаем 

где

M1 = −A2D
−1
4 =

γ√
R2γ2 + β3

(
0
α1

)
, M2 = −AT

3 MD−1
4 =

γ√
R2γ2 + β3

(
0
−α2

)
M.

Приравнивая коэффициенты при ε в первой степени, получаем следующие уравнения для 
h21 и h31

{K̇1}0(−A2D
−1
4 ) = −h21A4 −AT

1 h20 −AT
3 h31 + h20S3h31 + h21S3M, (12)

0 = −hT
20A2 −AT

2 h20 − h31A4 −AT
4 h31 + h31S3M + MS3h31, (13)

где
{K̇1}0 = −K1A1 −AT

1 K1 − h20A3 −AT
3 hT

20 + h20S3h
T
20 −Q1.

Уравнение (13) является линейным алгебраическим уравнением относительно h31,
следовательно

h31 = − 1
2D4

(hT
20A2 + AT

2 h20) =
γ2

R2γ2 + β3
[(0 α1)K1

(
0
α1

)
−Mα1α2].

Тогда из (12) находим

h21 = −[{K̇1}0(−A2)D−1
4 + AT

1 h20 + AT
3 h31]D−1

4 .

Если необходимо, то можно аналогичным путем вычислить и h22, h32, h23 и т. д.
Система, описывающая движение на интегральном многообразии (11), имеет вид

K̇1 = −AT
1 K1 −K1A1 − h2A3 −AT

3 hT
2 + h2S3h

T
2 −Q1. (14)

Подставив в (14) вместо h2 его приближенное значение, получим независимое 
дифференциальное матричное уравнение для K1. В качестве граничного условия для 
уравнения (14), следуя [2], можно взять условие

K1(1, ε) = ξ, (15)

где

ξ = ε(M2N
−1
0 MT

2 − LT N−1N−1
0 MT

2 −M2N
−1
0 N−1L− LT MN−1

0 N−1L) + O(ε2),

N =
1
2
S3D

−1
4 =

−1

2
√

R2γ2 + β3

, N0 = M + N−1 = −Rγ −
√

R2γ2 + β3,

L = −D−1
4 (A3 − S3M

T
2 ) =

Rγ2

R2γ2 + β3
(0 − α2).

Такой выбор начального условия гарантирует, что квазиоптимальное управление вида

u = −1
γ

(0 0 1/ε)
(

K1 ε(h20(K1) + εh21(K1))
ε(h20(K1) + εh21(K1))T ε(h30(K1) + εh31(K1))

)


x1

x2

x3


 =

= −1
γ

((h20(K1) + εh21(K1))T , h30(K1) + εh31(K1))




x1

x2

x3


 ,

где K1 — решение уравнения (14) с начальным условием (15), будет давать погрешность
порядка O(ε2) в функционале качества.
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Reduction of the optimal control problem for a 
magnetoelectric power drive

O.V. Vidilina1, N.V. Voropaeva1

1Samara National Research University, Moskovskoe Shosse 34А, Samara, Russia, 443086

Abstract. A linear-quadratic optimal control problem is considered for a singularly 
perturbed differential system, which describes the dynamics of a magnetoelectric actuator. 
Optimal control law is constructed as a feedback. Using the method of integral manifolds 
allows us to reduce the order of the matrix differential Riccati equation.
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