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Аннотация 

Рассмотрено быстрое преобразование Фурье для моделирования пространственного спектра одномерного фрактала (множество 
Кантора), двумерного фрактала (ковёр Серпинского) и трёхмерного фрактала (губка Менгера). Построен спектр для различных 
уровней. Так же был получен и смоделирован пространственный спектр от различных параметров заполнения. Для визуализации 3D 
случая использовался программный пакет ParaView. 
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1. Введение 

Многие природные явления имеют отличительные особенности, которые зачастую связаны с фрактальными 

структурами. Визуально фракталы представляют собой геометрическую фигуру, которая может быть разделена на 

части, каждая из которых является примерной уменьшенной копией целой [1]. Такое свойство называется 

самоподобием. Интерес к фракталам вызван их значительным присутствием в природных образованиях [1-3]. При этом 

природные фракталы называются «статистическими», а искусственные «точными». Статистические фракталы 

наблюдаются в различных веществах, особенно полимерах, в биологических структурах, электрических схемах, 

галактических кластерах и даже во флуктуациях биржевых цен [4]. Точные фракталы – порождение математических 

подходов [5]. Существуют ли точные математические абстракции в физической реальности? Да, такой реальностью 

являются оптические фракталы [3] – понятие объединяющее «дифракталы» (дифракционную картину на фрактальных 

решетках) [6, 7], собственные моды нестабильных резонаторов [8], распределения в нелинейной оптике [3, 9]. 

Особенно интересным является факт совпадения определенных свойств «точных» и «статистических» фракталов 

[10], таких как аэрозоли, дым, муар [11-13], что очень важно для решения задач передачи оптического сигнала через 

неоднородную или случайную среду [14-17]. Исследование дифракции на фрактальных решетках [6, 7, 18-20] решает 

другие важные проблемы – формирование периодически самовоспроизводящихся при распространении полей [21-26], 

создание многофокусных [27-30] или заданных продольных распределений [31-33], а также в ахроматических 

изображающих системах [34-37]. 

Одной из важнейших характеристик фракталов является пространственный спектр [38-41], которые важны также при 

анализе кристаллических структур [42-44]. Учитывая возможную многомерность фракталов, при расчете 

пространственного спектра могут возникать проблемы, связанные с вычислительной сложностью, которая зависит от 

технических возможностей современных вычислительных машин. Решением проблемы может являться использование 

алгоритма быстрого вычисления. В данной работе для построения пространственного спектра многомерных фракталов 

с различными характеристиками применяется быстрое преобразование. 

2. Расчет пространственного спектра многомерных фракталов 

Первый этапом моделирования является реализация одномерного случая. Возьмем единичный отрезок  0 0,1E  . 

Следующий отрезок формируется по правилу    1 0, ,1E a b  , где a и b  - параметры фрактала, задаваемые в 

диапазоне  0,1 , причем a b . Продолжаем до тех пор, пока не достигнем нужного порядка фрактала. Пересечение 

всех отрезков будет составлять моделированный фрактал. 
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где n  - порядок фрактала. 

Если задать параметры равными 
1

3
a   и 

2

3
b  , то мы получаем множество Кантора. 

Для программирования используется вектор, состоящий из единиц, который последовательно заполняется нулями, 

согласно входным параметрам и порядка. 

Для моделирования двумерного случая использовалась похожая реализация с некоторыми поправками. Берётся 

единичный квадрат    0 0,1 0,1E    и уже следующий выглядит, как          1 1 1 2 20, ,1 0, ,1E a b a b    , где 1a , 2a ,
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1b  и 2b  - параметры фрактала, задаваемые в диапазоне  0,1 , причем 1 1a b  и 2 2a b . Моделированный фрактал, как и 

для одномерного случая, будет находиться по формуле (1). Если задать параметры равными 
1

1

3
a  ,

2

1

3
a  , 

1

2

3
b  и 

2

2

3
b  , то мы получаем фрактал, который имеет название ковёр Серпинского (рис.1). 

 
Рис. 1. Фрактал (ковер Серпинского). 

Трёхмерный случай реализован, так же как и двумерный случай, берется единичный куб:      0 0,1 0,1 0,1E     и 

              1 1 1 2 2 3 30, ,1 0, ,1 0, ,1E a b a b a b      , где 1a , 2a , 3a , 1b , 2b  и 3b  - параметры фрактала, задаваемые в 

диапазоне  0,1 , причем 1 1a b , 2 2a b  и 3 3a b . При параметрах 1

1
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1

3
a  , 1
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получается трёхмерный фрактал – губка Менгера (рис.5), которая на граничном сечении представляет собой ковер 

Серпинского. 

а) б)  

Рис. 2. а) Трёхмерный фрактал (губка Менгера), б) простанстанственный спектр трёхмерного фрактала. 

 

Для генерации пространственного спектра используется быстрое преобразование Фурье. 

   ( ) ( ) ( ) ( ) exp 2
n

n

R

F f f i d   u x u x xu x   (2) 

где ( )f x  - входная функция, задаваемая в виде вектора, которые представляет собой бинарное представление 

фрактала, ( )F u  - полученная выходная функция, [ ]   - оператор преобразования Фурье. 

Рассмотрим пространственный спектр, полученный от двумерной фрактальной структуры (ковёр Серпинского). 

Результат для разных итераций представлен в таблице 1. 
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Таблица 1. Изменение спектра с ростом итераций 

Итерация Фрактал Спектр 

2 

  

3 

  

4 

  

5 

  
Как видно из таблицы 1, при увеличении номера итерации пространственный спектр от фрактальной структуры 

становится более сложным и энергия в высоких частотах растет. Однако картина спектра сохраняет регулярную 

структуру, что характерно и для кристаллических структур [42-44]. 

3. Заключение 

В результате работы был рассчитан и визуализирован пространственный спектр от двумерной (ковёр Серпинского) и 

трёхмерной (губка Менгера) фрактальной структуры с помощью алгоритма быстрого преобразования Фурье.  
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