
Компьютерная оптика и нанофотоника  

IV Международная конференция и молодёжная школа «Информационные технологии и нанотехнологии» (ИТНТ-2018) 

Расчет осесимметричных собственных функций 
ограниченного оператора распространения в ближней 
зоне дифракции 

М.С. Кириленко1,2, С.Г. Волотовский2 

1Самарский национальный исследовательский университет им. академика С.П. 
Королева, Московское шоссе 34А, Самара, Россия, 443086 
2Институтсистем обработки изображений РАН – филиал ФНИЦ «Кристаллография и 
фотоника» РАН, Молодогвардейская 151, Самара, Россия, 443001 

Аннотация. Распространение осесиметричных лазерных пучков в ближней зоне 
дифракции (на расстояние порядка длины волны) может быть описано с помощью 
разложения по плоским волнам, которое с учетом осевой симметрии сводится к 
осесимметричному оператору распространения, включающему преобразования Фурье-
Ханкеля. Собственные функции такого оператора, имеющие собственные значения 
близкие к единице, определяют характеристики сигналов (информации), передаваемой 
без потерь (без искажения). Расстояние распространения пучка и область ограничения 
пространственных частот являются параметрами оператора и существенно меняют 
набор собственных чисел и функций. Выполнен расчет осесимметричных собственных 
функций ограниченного оператора распространения в ближней зоне дифракции и 
исследованы их качественные и количественные характеристики в зависимости от 
расстояния распространения и ограничений, наложенных в объектной и спектральной 
областях.  

1. Введение 
Основным понятием оптики ближнего поля являются затухающие электромагнитные волны, 
вклад которых становится значительным, когда размер объекта или расстояние порядка длины 
волны и меньше. Значение затухающих волн игнорировалось в оптике до появления 
ближнепольных микроскопов [1-4]. Однако оптика ближнего поля не ограничивается 
ближнепольной микроскопией. Различные теоретические подходы [5-12] и алгоритмы расчета 
[13-17] были разработаны с учетом затухающих волн.  

Основная идея оптики ближнего поля – увеличение интервала пространственных частот, 
обеспечивающих сохранение затухающих компонент поля источника и преодоление таким 
образом дифракционного предела [18-26].  

Заметим, что преодоление дифракционного предела возможно и за пределами ближней зоны 
дифракции [27]. В частности, компактная локализация лазерного излучения достигается при 
острой фокусировке. Однако, в этом случае требуется амплитудная или фазовая аподизация 
зрачка фокусирующей системы [28-32], использование специальных типов поляризации [33-35] 
или внесение фазовой сингулярности в пучок [36, 37], а также сочетания всех этих факторов 
[38-41] с целью оптимизации формируемого поля [42-45].  
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Однако уменьшение размера светового пятна вне зоны ближнего поля, как правило, 
сопровождается значительным ростом боковых лепестков [27, 45-47], в то время как на 
расстоянии менее длины волны не имеется каких-либо ограничений на размер светового пятна 
– локализация лазерного изучения может быть сколь угодно малой, хотя существенно зависит 
от размера деталей фокусирующего элемента [48-50] или воздействующих пучков [51-53]. 

В данной работе рассматривается pаспространение осесиметричных лазерных пучков в 
ближней зоне дифракции (на расстояние порядка длины волны) с помощью разложения по 
плоским волнам, включающему преобразования Фурье-Ханкеля. Собственные функции такого 
оператора, имеющие собственные значения близкие к единице, определяют характеристики 
сигналов (информации), передаваемой без потерь (без искажения). Ограниченность оператора 
распространения как в пространственной, так и спектральной областях приводит к 
необходимости численного расчета [54, 55] собственных функций. Выполнен расчет 
осесимметричных собственных функций ограниченного оператора распространения в ближней 
зоне дифракции и исследованы их качественные и количественные характеристик в 
зависимости от расстояния распространения и ограничений, наложенных в объектной и 
спектральной областях. 
 
2. Теоретические основы 
Скалярный непараксиальный оператор распространения с использованием разложения по 
плоским волнам записывается следующим образом [16, 17]: 
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где F(ξ,η) – спектр разложения входного поля по плоским волнам, 2 2
1 2:SΣ σ ≤ ξ + η ≤ σ  –

область учитываемых пространственных частот. При 1 20, 1σ = σ =  рассматриваются только 
распространяющиеся волны, а при 1 21, 1σ = σ >  – только затухающие волны. 

В случае, когда входное поле является осесимметричным:  
0 0( , ) ( )E x y E r= ,  (2) 

выражение (1) можно упростить: 
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где ρ – радиальная координата в выходной плоскости, σ  – радиальная координата в частотной 
плоскости, 0σ  – радиус учитываемых пространственных частот.  

При численной реализации по теореме Найквиста 0σ  определяется дискретизацией входного 
поля r∆ : 

0 .
2 r
λ
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  (4) 

Распространяющимся волнам соответствуют пространственные частоты, расположенные в 
круге радиусом 0 1σ ≤ . Чтобы учесть также и затухающие волны, вносящие свой вклад на 
расстояниях меньше длины волны, необходимо увеличивать радиус учитываемых 
пространственных частот до некоторого значения 1zσ > , зависящего от расстояния z от 
апертуры. Оценим это значение.  

Рассмотрим интеграл (1) в полярных координатах только в области затухающих волн:  
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Проанализируем часть в (5), зависящую от полярного угла. Экспоненциальный множитель 
по модулю равен единице. Спектральная функция ( , )F σ φ  (при фиксированном φ) убывает не 
медленнее, чем 1/ σ , иначе не будет выполняться равенство Парсеваля. Таким образом, 
интегрирование по углу даст функцию, которая не возрастает с ростом σ, и для дальнейшего 
анализа её можно заменить на константу: 
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Абсолютная погрешность при замене верхнего предела на конечное значение zσ : 
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относительная погрешность: 

( ) ( )2 21 1 exp 1z zkz kz
I
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ε = = σ − + − σ − ,  (8) 

Величина ε монотонно убывает с ростом zσ  (можно доказать, взяв производную).  

Сделав замену 2 1zt kz= σ − , получим функцию, не зависящую от определённых значений 
λ  и z . Для нахождения допустимой границы отсечения нужно задаться определённой 
погрешностью ε и решить уравнение (8).  

В частности, для ε = 0,04 получаем 5t = , т.е. выбор в качестве верхней границы частот: 
25 1z kz

 σ = + 
 

,  (9) 

обеспечивает погрешность расчёта (5) не выше 5%. 
Перепишем оператор (3) в виде: 
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Тогда задача вычисления осесимметричных собственных функций в ближней зоне дифракции 
сводится к поиску собственных функций следующего ограниченного оператора: 

0

0

( ) ( , ) ( ) ( , , )
r

n n nb z z r K r z rdrψ ρ = ψ ρ∫ ,  (12)  

где z - расстояние, ( )nb z  - собственные значения, ( , )n zψ ρ  - собственные функции. 
Очевидно, характеристики собственных функций будут зависеть не только от расстояния 

распространения z, но и от ограничений, наложенных на поле в объектной и спектральной 
областях.  

3. Расчет осесимметричных собственных функций ограниченного оператора 
распространения в ближней зоне дифракции 
Расчет собственных значений и собственных функций был выполнено для различных значений 
параметров при тестовой длине волны лазерного излучения 1 mλ = µ .  

На рис. 1 показан вид матриц (11), являющихся ядром преобразования (12), а на рис. 2 - вид 
рассчитанных матриц упорядоченных собственных векторов для различных параметров. 
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a)  b)   
Рисунок 1. Амплитуда матриц (11), являющихся ядром преобразования (12) для (а) 0 10r = λ , 

0.5z = λ , 0 10σ = , (b) 0 10r = λ , 20z = λ , 0 1σ = . 

a)   

b)   
Рисунок 2. Вид рассчитанных матриц (амплитуда, негатив) упорядоченных собственных 
векторов для (а) 0 10r = λ , 0.5z = λ , 0 10σ = , (b) 0 10r = λ , 20z = λ , 0 1σ = . 

 
Как видно из рисунков 1 и 2, сужение области пространственных частот (уменьшение 

значения σ0) приводит к заполнению матрицы ядра преобразования ненулевыми значениями. В 
этом случае расчет собственных векторов усложняется (рисунок 2b).  

На рисунке 3 показаны графики полученных собственных значений. Видно, что при 
расстояниях меньше длины волны и при учете затухающих волн 1α >  (рисунок 3а) график 
собственных значений имеет классический вид, близкий к ступенчатой функции. Если 
значительно увеличить расстояние при учете только распространяющихся волн 1α <  (рис. 3б), 
то собственных значений, близких к единице становится значительно меньше.  

а)  б)   
Рисунок 3. График модулей собственных значений ( )nb z  для (а) 0 10r = λ , 0.5z = λ , 0 10σ = , (b) 

0 10r = λ , 20z = λ , 0 1σ = . 

На рисунке 4 показаны нормированные графики полученных собственных функций. Так как 
функции в общем случае комплексные, то показана только действительная часть. Из рисунка 4 
видно, что собственные функции в первом случае имеет классический вид, а во втором – 
вырожденный. Чтобы улучшить ситуацию, нужно увеличить размер входной области. 
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а)  r, mkm 

б)  r, mkm 
Рисунок 4. График действительной части нормированных собственных функций ( , )n zψ ρ  для 
(а) 0 10r = λ , 0.5z = λ , 0 10σ = , (b) 0 10r = λ , 20z = λ , 0 1σ = . 

4. Заключение 
В настоящей работе выполнен расчет осесимметричных собственных функций ограниченного 
оператора распространения в ближней зоне дифракции. Показано, что качественные и 
количественные характеристики собственных функций зависят от расстояния распространения 
и ограничений, наложенных в объектной и спектральной областях. 
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Calculation of the axially symmetric eigenfunctions of the 
finite propagation operator in the near-field diffraction 

M.S. Kirilenko1,2, S.G. Volotovski2 

1Samara National Research University, MoskovskoeShosse 34А, Samara, Russia, 443086 
2Image Processing Systems Institute of RAS - Branch of the FSRC "Crystallography and 
Photonics" RAS, Molodogvardejskaya street 151, Samara, Russia, 443001 

Abstract. The propagation of axially symmetric laser beams in the near diffraction zone (over 
a distance of the order of the wavelength) can be described by means of an expansion in plane 
waves, which, with allowance for the axial symmetry, reduces to an axisymmetric propagation 
operator involving Fourier-Hankel transforms. The eigenfunctions of the operator, when 
eigenvalues are close to unity, determine the characteristics of the signals (information) 
transmitted lossless (without distortion). The beam propagation distance and the region of 
spatial frequency limitation are parameters of the operator and essentially change the set of 
eigenvalues and functions. We calculate the axisymmetric eigenfunctions of the finite 
propagation operator in the near diffraction zone and investigate their qualitative and 
quantitative characteristics depending on the propagation distance and the constraints imposed 
in the object and spectral domains. 

Keywords: near-field diffraction, Fourier-Hankel transforms, finite propagation operator, 
eigenfunctions. 
 


