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Аннотация. Целью данной работы является получение асимптотического решения 
нелинейной задачи на собственные значения, которая следует из проблемы определения 
напряженно – деформированного состояния у вершины трещины антиплоского сдвига. 
Для вычисления собственных значений и соответствующих им собственных функций 
применялся метод искусственного малого параметра, который оказался очень 
эффективным, даже для больших значений показателя n. Чем больше значения n, тем 
больше слагаемых следует удерживать в асимптотическом разложении искомых 
функций. Это приведет к усложнению процедуры построения собственных функций в 
случае более сложных задач о трещинах нормального отрыва и поперечного сдвига. 
Получена сумма асимптотического ряда. Она представляет собой разложение 
собственной функции в ряд. В настоящей работе получено точное выражение для 
собственной функции нелинейной задачи на собственные значения.  

1. Введение 
Настоящая работа направлена на определение собственных функций в нелинейной задаче на 
собственные значения, следующей из проблемы определения напряженно-деформированного 
состояния у вершины трещины антиплоского сдвига в материале со степенными 
определяющими соотношениями. Проведенный асимптотический анализ показал, что метод 
искусственного малого параметра является эффективным средством для вычисления 
собственных значений и соответствующих им собственных функций, даже для больших 
значений показателя n [1-4]. 

2. Фундаментальные уравнения. Постановка задачи 
Определение полей напряжений и деформаций у вершины трещины требует решения системы 
уравнений. Она состоит из уравнения равновесия, условия совместности и определяющих 
уравнений 
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где ijσ  – компоненты тензора напряжений; ijε – компоненты тензора деформаций; 𝐵, 𝑛 – 

постоянные материала, определяемые экспериментально; / 3ij ij kk ijs σ σ δ= −  – компоненты 
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девиатора напряжений; (3 / 2)e ij ijs sσ =  – интенсивность касательных напряжений; 𝑟, 𝜃 – 
полярные координаты с полюсом в вершине дефекта, разыскивается в форме 
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где 𝜒(𝑟,𝜃) – функция напряжений. Условие совместности деформаций (1) приводит к 
нелинейному обыкновенному дифференциальному уравнению (НОДУ) второго порядка 
относительной функции 𝑓(𝜃): 
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где приняты обозначения: 2
1 ( 1)(2 1) ,C nλ λ λ= − − +  3 4

2 ( 1)( 1) .C nλ λ λ= − − +  Функция 𝑓(𝜃) 
должна удовлетворять граничным условиям – отсутствия поверхностных условий на берегах 
трещины 
 ( )| 0.f θ π α=± − =  (4) 

3. Аналитическое решение 
Аналитическое выражение для собственных значений нелинейной задачи для 
дифференциального уравнения (3)  было получено с помощью метода искусственного малого 
параметр [3-6], в соответствии с которым представим собственное число 𝜆 в виде: 
 0 ,λ λ ε= +  (5) 
где 𝜆0 относится к линейной, «невозмущенной» задаче и 𝜀 – отклонение собственного значения 
от значения нелинейной задачи от собственного значения  линейной задачи, обусловленного 
нелинейностью. Представим показатель упрочнения 𝑛 и функцию напряжений 𝑓(𝜃) в виде 
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где 𝑛0 = 1 и 𝑓0(𝜃) относятся к линейной "невозмущенной" задаче. Подставим асимптотическое 
разложение (5), (6), (7) в уравнение (3) и собирая слагаемые с одинаковой степенью 𝜀, 
получаем следующую систему линейных обыкновенных дифференциальных уравнений: 
                                                                0 2

0 0 0: ( ) ( ) 0,f fε θ λ θ′′ + =  (8) 
                                            1 2
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Получим последовательное решение краевых задач. Сначала найдем функцию 𝑓0(𝜃) из (8): 
 0 ( ) 2cos( / 2)f θ θ=  (12) 
Решение уравнения (9), удовлетворяющее краевым условиям (4), можно записать в виде: 
 1 1( ) cos( / 2)f nθ θ= −  (13) 
Решение уравнения (10): 
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Решение краевой задачи (11) для функции 𝑓3(𝜃) имеет вид 
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Тщательно проанализировав решения краевых задач, можно увидеть, что асимптотическое 
разложение для функции 𝑓(𝜃) представляет собой бесконечно убывающую геометрическую 
прогрессию, сумма которой может быть вычислена по формуле (16) 

          2 2 2 21( ) (1 sin ( )) cos( ) (1 sin ( )) cos( ) / 2(1 ) .
k

knf k k k k
n

θ θ θ θ θ+    = − + ⋅ − − −   
 (16) 

4. Литература 
[1] Бьюи, Х.Д. Механика разрушения. Обратные задачи и решения / Х.Д. Бьюи. – Москва: 

Физматлит, 2011. – 410 с. 
[2] Степанова, Л.В. Поле напряжений у вершины трещины при смешанном нагружении в 

условиях плоского напряженного состояния / Л.В. Степанова, Е.М. Адылина // Вестник 
СамГТУ. Естественно научная серия. – 2014. – Т. 1, № 34. – С. 109-124. 

[3] Степанова, Л.В. Асимптотика собственных значений нелинейной задачи на собственные 
значения, следующей из проблемы определения напряженно – деформированного 
состояния у вершины трещины в условиях смешанного нагружения / Л.В. Степанова, Е.М. 
Яковлева // Сибирский журнал вычислительной математики. – 2016. – № 2. – С. 207-222. 
DOI: 10.15372/SJNM20160207. 

[4] Peksheva, A.A. Nonlinear eigenvalue problems in fracture mechanics: Eigenspectra and 
Eigenfunctions / L.V. Stepanova // CEUR Workshop Proceedings. – 2017. – Vol. 1904. – P. 280-
288. 

[5] Stepanova, L.V. Complete Williams Asymptotic expansion near the crack tips of collinear cracks 
of equal lengths in an infinite plane / L.V. Stepanova P.S. Roslyakov, T.E. Gerasimova // Solid 
State Phenomena. – 2017. – Vol. 258. – P. 209-212. 

[6] Stepanova, L.V. Stress-strain state near the crack tip under mixed-mode loading: Asymptotic 
approach and numerical solutions of nonlinear eigenvalue problems / L.V. Stepanova, E.M. 
Yakovleva // AIP Conference Proceedings. – 2016. – Vol. 1785. – P. 030030. 

 

 



Математическое моделирование физико-технических процессов и систем  А.А. Пекшева 

V Международная конференция и молодёжная школа «Информационные технологии и нанотехнологии» (ИТНТ-2019) 238 

Problems of nonlinear fracture mechanics: construction of 
eigenfunctions in a nonlinear eigenvalue problem using the 
small parameter method 

A.A. Peksheva1 

1Samara National Research University, Moskovskoe Shosse 34А, Samara, Russia, 443086 

Abstract. Asymptotic solutions of the nonlinear eigenvalue problems resulting from the 
problem of determining the stress-strain state near the crack tip of antiplane shear in power law 
materials are obtained. It is shown that the method of article small parameter is an effective 
way to obtain eigenvalues even for large values of n. 


