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Аннотация. В работе рассматривается применение стохастического исчисления для 
описания различных квантовых систем. На примере задачи о релаксации кубита 
продемонстрирован подход, основанный на модификации стохастического уравнения 
Шредингера, и изучена динамика в марковском и немарковском режимах.

1. Ââåäåíèå

Ñòîõàñòè÷åñêîå èñ÷èñëåíèå ÿâëÿåòñÿ èíñòðóìåíòîì îïèñàíèÿ ñëó÷àéíûõ (ñòîõàñòè÷åñêèõ)
ïðîöåññîâ è èñïîëüçóåòñÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ, òàêèõ êàê îáùàÿ òåîðèÿ ñèñòåì,
ýëåêòðîííàÿ èíæåíåðèÿ, ôèíàíñîâàÿ ìàòåìàòèêà è ìíîãèå äðóãèå [1]. Áîëüøîé èíòåðåñ
ïðåäñòàâëÿåò ïðèìåíåíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî èñ÷èñëåíèÿ äëÿ îïèñàíèÿ ìîäåëåé â êâàíòîâîé
ôèçèêå, íàïðèìåð, äëÿ îïèñàíèÿ ðåëàêñàöèè îòêðûòûõ êâàíòîâûõ ñèñòåì, â ñâÿçè ñ òåì,
÷òî òàêîé ïîäõîä èìååò ðÿä èíòåðåñíûõ îñîáåííîñòåé [2]. Îäíà èç íèõ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òî ïðîöåññû â êâàíòîâûõ ñèñòåìàõ ïî ñâîåé ïðèðîäå ÿâëÿþòñÿ âåðîÿòíîñòíûìè, ÷òî äåëàåò
ñòîõàñòè÷åñêîå èñ÷èñëåíèå áîëåå åñòåñòâåííûì äëÿ èõ îïèñàíèÿ, ÷åì ìåòîäû, îñíîâàííûå
íà ðåøåíèè äåòåðìèíèðîâàííûõ óðàâíåíèé [3]. Äðóãàÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè îïèñàíèè
äèíàìèêè îòêðûòûõ êâàíòîâûõ ñèñòåì èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò íåáîëüøîå êîëè÷åñòâî èõ
ñòåïåíåé ñâîáîäû, à îêðóæåíèå, íåìèíóåìî âëèÿþùåå íà äèíàìèêó êâàíòîâîé ñèñòåìû,
î÷åíü ÷àñòî ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíî êàê øóì [2].

Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì ïðèìåíåíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî èñ÷èñëåíèÿ äëÿ
îïèñàíèÿ ìàðêîâñêîé è íåìàðêîâñêîé ðåëàêñàöèè êóáèòà â áîçîííîì òåðìîñòàòå.

2. Ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà

Îñíîâíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ â äàííîé ðàáîòå ÿâëÿåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå
Øðåäèíãåðà (ÑÓØ) [4]. ÑÓØ äèôôóçèîííîãî òèïà ýòî ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ, èìåþùåå ñëåäóþùèé îáùèé âèä:

d |ψ〉 = A |ψ〉 dt+
∑
i

Bi |ψ〉dWi, (1)

ãäå A,Bi - íåêîòîðûå îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå íà âåêòîð ñîñòîÿíèÿ |ψ〉, à dWi � èíêðåìåíò
âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà. Êàæäîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåçàâèñèìóþ
êâàíòîâóþ òðàåêòîðèþ. Äëÿ ðàñ÷åòà ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ êâàíòîâûõ îïåðàòîðîâ, íåîáõîäèìî
ïðîèçâåñòè óñðåäíåíèå ïî äîñòàòî÷íî áîëüøîìó àíñàìáëþ êâàíòîâûõ òðàåêòîðèé.
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Íàïðèìåð, ìàòðèöà ïëîòíîñòè ìîæåò áûòü íàéäåíà èç ðåøåíèÿ ÑÓØ ïðè ïîìîùè
ñëåäóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ:

ρ = E(|ψ〉 〈ψ|) , (2)

ãäå E îçíà÷àåò óñðåäíåíèå ïî àíñàìáëþ.

3. Ìîäåëü

Ðàññìîòðèì îïåðàòîðíî-êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ îäíîãî êóáèòà â áîçîííîì òåðìîñòàòå
[5]:

dρ

dt
=
γ

2
(σ+σ−ρ− 2σ−ρσ+ + ρσ+σ−) , (3)

ãäå ρ � ìàòðèöà ïëîòíîñòè, σ+, σ− � ïîâûøàþùèå è ïîíèæàþùèå îïåðàòîðû, γ � ïîñòîÿííàÿ
ðåëàêñàöèè.

Â ðåçóëüòàòå "ðàñïóòûâàíèÿ"ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü ýêâèâàëåíòíîå ñòîõàñòè-
÷åñêîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà [3]:

d |ψ〉 = A |ψ〉 dt+B |ψ〉 dW, (4)

ãäå îïåðàòîðû A è B èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

A =
γ

2
σ+σ−, B =

√
γσ−. (5)

Äëÿ îáîáùåíèÿ ÑÓØ íà íåìàðêîâñêèé ñëó÷àé ïî àíàëîãèè ñî ñòàòüåé [6], ìîæíî
çàìåíèòü âèíåðîâñêèé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ íà íåìàðêîâñêèé ïðîöåññ Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà,
êîòîðûé õîðîøî ïîäõîäèò äëÿ ó÷åòà ýôôåêòîâ ïàìÿòè îêðóæåíèÿ è ïîä÷èíÿåòñÿ
ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ:

dX = −kXdt+ dW, (6)

ãäå k � õàðàêòåðíîå âðåìÿ ñêîðåëèðîâàííîñòè ñ òåðìîñòàòîì.
Ïîäñòàâëÿÿ ïðîöåññ Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà âìåñòî âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà, è òðåáóÿ

âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ ìàðòèíãàëüíîñòè, ò.å. ñîõðàíåíèÿ ñðåäíåãî îò íîðìû âîëíîâîãî
âåêòîðà, ïåðåõîäèì ê óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî íîðìèðîâàííîãî âåêòîðà:∣∣∣ψ̃〉 = |ψ〉 ||ψ||−1. (7)

Äàííîå óðàâíåíèå áóäåò ñîõðàíÿòü íîðìó äëÿ êàæäîé êâàíòîâîé òðàåêòîðèè è èìååò
ñëåäóþùèé âèä:

d
∣∣∣ψ̃〉 =

(
A− kX(B† +B) +

1

2
B
〈
ψ̃|B† +B|ψ̃

〉
− 1

8

〈
ψ̃|B† +B|ψ̃

〉2) ∣∣∣ψ̃〉 dt+
+

(
B − 1

2
B
〈
ψ̃|B† +B|ψ̃

〉) ∣∣∣ψ̃〉 dW̃ , (8)

ãäå dW̃ � ìîäèôèöèðîâàííûé â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Ãèðñàíîâà [7] øóì:

dW̃ = dW −
〈
ψ̃|B† +B|ψ̃

〉
dt. (9)
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Ðèñóíîê 1. Äèíàìèêà êóáèòà â ìàðêîâñêîì (à) è íåìàðêîâñêîì (á) ðåæèìàõ

4. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (7) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 1. Ïî îñè
àáñöèññ îòëîæåíî áåçðàçìåðíîå âðåìÿ γt, ïî îñè îðäèíàò � âåðîÿòíîñòü P îáíàðóæèòü
ñèñòåìó â îäíîì èç äâóõ ýíåðãåòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé. Ðåçóëüòàòû óñðåäíåíû ïî 2500
òðàåêòîðèÿì, ïîãðåøíîñòü ñîñòàâëÿåò íå áîëåå øèðèíû ëèíèè.

Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ó÷åò íåìàðêîâîñòè îêðóæåíèÿ ñèëüíî âëèÿåò íà ñòàöèîíàðíûå
çíà÷åíèÿ, ê êîòîðûì ïðèáëèæàåòñÿ âåðîÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿ ñèñòåìû â êîíêðåòíîì
ýíåðãåòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè.

5. Çàêëþ÷åíèå
Â äàííîé ðàáîòå áûëî ðàññìîòðåíî ïðèìåíåíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà
äëÿ îïèñàíèÿ ðåëàêñàöèè êóáèòà â ìàðêîâñêîì è íåìàðêîâñêîì ðåæèìàõ â êà÷åñòâå
ïðèìåðà èñïîëüçîâàíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî èñ÷èñëåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ êâàíòîâûõ çàäà÷. Òàêèì
îáðàçîì, ñòîõàñòè÷åñêîå èñ÷èñëåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîùíûé ìåòîä äëÿ ïîëó÷åíèÿ
äèíàìèêè êâàíòîâûõ ñèñòåìû, èõ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé âåðîÿòíîñòåé è ñïåêòðàëüíûõ
õàðàêòåðèñòèê.
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Application of stochastic calculus for some classes of
quantum  models

A.V. Pavelev1, V.V. Semin1

1Samara National Research University, Moskovskoe Shosse 34, Samara, Russia, 443086

Abstract. In this work, we apply stochastic calculus for describing different quantum systems. 
The suggested approach is based on a modified stochastic Schroedinger equation. We 
investigate a simple problem of qubit relaxation in markovian and non-markovian regimes with 
the help of the stochastic Schroedinger equation.
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