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Аннотация. В настоящей работе нами исследована динамика перепутывания двух 
идентичных кубитов, нерезонансным образом взаимодействующих с модой вакуумного 
или теплового электромагнитного поля идеального резонатора при наличии прямого 
диполь- дипольного взаимодействия. На основе точного решения рассматриваемой 
модели найден параметра перепутывания Переса-Хородецких (отрицательность) для 
кубитов. Проведено численное моделирование параметра перепутывания для различных 
параметров модели. Показано, что взаимодействие атомов с тепловым полем резонатора 
может приводить к их перепутыванию. Установлено, что расстройка и диполь-дипольное 
взаимодействие кубитов может быть использовано для управления и контроля степенью 
их перепутывания.

1. Ââåäåíèå

Ðàçâèòèå íîâûõ íàïðàâëåíèé íàóêè, òàêèõ êàê êâàíòîâàÿ èíôîðìàòèêà è êâàíòîâûå âû÷èñ-
ëåíèÿ, òðåáóåò òåîðåòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ îñîáåííîñòåé äèíàìèêè êâàíòîâûõ êîððåëÿöèé
èëè ïåðåïóòàííûõ ñîñòîÿíèé â ñèñòåìàõ êóáèòîâ, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ ýëåêòðîìàãíèò-
íûìè ïîëÿìè, ïîñêîëüêó òàêèå ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûì ðåñóðñîì äëÿ ðåàëèçàöèè
àëãîðèòìîâ êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé è êîììóíèêàöèé. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûé
èíòåðåñ èññëåäîâàíèå îñîáåííîñòåé ãåíåðàöèè ïåðåïóòàííûõ ñîñòîÿíèé â íèçêîðàçìåðíûõ
ñèñòåìàõ, ñîñòîÿùèõ èç îòäåëüíûõ êóáèòîâ. Ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà äèíàìèêó êâàíòî-
âûõ êîððåëÿöèé â íèçêîðàçìåðíûõ ñèñòåìàõ îêàçûâàþò äèïîëü-äèïîëüíîå âçàèìîäåéñòâèå,
êåððîâñêàÿ íåëèíåéíîñòü è ìíîãèå äðóãèå ôàêòîðû. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòèâíîå èçó÷åíèå
ñâîéñòâ ïåðåïóòàííûõ ñîñòîÿíèÿ îáóñëîâëåíî òàêæå øèðîêèìè âîçìîæíûìè ïðèìåíåíèÿ-
ìè òàêèõ ñîñòîÿíèé â êâàíòîâîé êðèïòîãðàôèÿ è êâàíòîâîì ïëîòíîì êîäèðîâàíèè [1]. Äëÿ
ïðèëîæåíèé â ôèçèêå êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé íóæíû ìàêñèìàëüíî ïåðåïóòàííûå ÷èñòûå
ñîñòîÿíèÿ ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì âðåìåíåì æèçíè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðåäëîæåíû è ÷à-
ñòè÷íî ðåàëèçîâàíû ðàçëè÷íûå ñõåìû ãåíåðàöèè è èñïîëüçîâàíèÿ àòîìíûõ ïåðåïóòàííûõ
ñîñòîÿíèé. Äîëãîæèâóùèå àòîì-àòîìíûå ïåðåïóòàííûå ñîñòîÿíèÿ íàáëþäàëèñü â áîëüøîì
êîëè÷åñòâå ýêñïåðèìåíòîâ ñ èîíàìè è àòîìàìè â ìàãíèòíûõ è îïòè÷åñêèõ ëîâóøêàõ, ñâåðõ-
ïðîâîäÿùèõ äæîçåôñîíîâñêèõ êîëüöàõ, ïðèìåñíûõ ñïèíàõ, êâàíòîâûõ òî÷êàõ è äð. [2]. Â
ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ êâàíòîâûå ñèñòåìû âñåãäà âçàèìîäåéñòâóþò ñ îêðóæåíèåì. Òàêîå âçà-
èìîäåéñòâèå îáû÷íî ïðèâîäèò ê äåêîãåðåíòíîñòè. Ïîýòîìó ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ
îñíîâíàÿ çàäà÷à ïðè ïîëó÷åíèè è èñïîëüçîâàíèè àòîìíûõ ïåðåïóòàííûõ ñîñòîÿíèé çàêëþ-
÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïðåäîòâðàòèòü, ìèíèìèçèðîâàòü èëè èñïîëüçîâàòü âëèÿíèå øóìà.

Íåäàâíî â öåëîì ðÿäå ðàáîò áûëà âûñêàçàíà èäåÿ î òîì, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ
äèññèïàöèÿ è øóì, â ÷àñòíîñòè òåïëîâîå ïîëå, ìîãóò, íàïðîòèâ, ÿâëÿòüñÿ èñòî÷íèêîì
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ïåðåïóòûâàíèÿ. Â êà÷åñòâå îäíîãî èç ñïîñîáîâ ãåíåðàöèè àòîìíûõ ïåðåïóòàííûõ
ñîñòîÿíèé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî âçàèìîäåéñòâèå êóáèòîâ ñ ýëåêòðîìàãíèòíûìè ïîëÿìè.
Ðÿä ðàáîò â ïîñëåäíåå âðåìÿ áûë ïîñâÿù¸í èññëåäîâàíèþ âîçìîæíîñòè ãåíåðàöèè
ïåðåïóòûâàíèÿ â àòîìíûõ ñèñòåìàõ â ðåçîíàòîðàõ, èíäóöèðîâàííîãî òåïëîâûì ïîëåì.
Èäåÿ î âîçìîæíîñòè âîçíèêíîâåíèÿ àòîì-àòîìíîãî ïåðåïóòûâàíèÿ ïðè âçàèìîäåéñòâèè
äâóõ äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ â ðåçîíàòîðå ñ òåïëîâûì ïîëåì ïðèíàäëåæèò Ïèòåðó
Íàéòó ñ ñîàâòîðàìè [3]. Äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ òàêèõ ñèñòåì èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü
Äæåéíñà-Êàììèíãñà è åå ïðîñòåéøèå îáîáùåíèÿ. Ìîäåëè òèïà Äæåéíñà-Êàììèíãñà
èãðàþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü â êâàíòîâîé îïòèêå, ïîñêîëüêó ïîçâîëÿåò îïèñàòü âñå
îñíîâíûå êâàíòîâûå ýôôåêòû âçàèìîäåéñòâèÿ èçëó÷åíèÿ ñ âåùåñòâîì. Ïåðåïóòûâàíèå â
äâóõàòîìíîé ñèñòåìå ñ âûðîæäåííûì äâóõôîòîííûì âçàèìîäåéñòâèåì, èíäóöèðîâàííîå
îäíîìîäîâûì òåïëîâûì øóìîì, áûëî ðàññìîòðåíî â ðàáîòå [4], à âëèÿíèå äâóõìîäîâîãî
òåïëîâîãî øóìà íà ïåðåïóòûâàíèå äâóõ äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ ñ íåâûðîæäåííûìè
ïåðåõîäàìè è ïåðåõîäàìè ðàìàíîâñêîãî òèïà � â ðàáîòå [5]. Ïðè ýòîì áûëî ïîêàçàíî,
÷òî ïðè äâóõôîòîííîì âçàèìîäåéñòâèè ñòåïåíü ïåðåïóòûâàíèÿ àòîìíûõ ñîñòîÿíèé ìîæåò
çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ âåëè÷èíó äëÿ îäíîôîòîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.
Îáîáùåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [3] íà ñëó÷àé íåðåçîíàíñíîé äâóõàòîìíîé ìîäåëè Äæåéíñà-
Êàììèíãñà áûëî ïðîâåäåíî â ðàáîòå [6]. Ïðè ýòîì àâòîð ïîêàçàë, ÷òî âêëþ÷åíèå ðàññòðîéêè
ìîæåò ïðèâåñòè ê ñóùåñòâåííîìó óâåëè÷åíèþ ñòåïåíè ïåðåïóòûâàíèÿ êóáèòîâ.

Êàê õîðîøî èçâåñòíî, äèïîëü-äèïîëüíîå âçàèìîäåéñòâèå àòîìíûõ ñèñòåì ÿâëÿåò-
ñÿ åñòåñòâåííûì ìåõàíèçìîì âîçíèêíîâåíèÿ àòîìíîãî ïåðåïóòûâàíèÿ. Íàëè÷èå äèïîëü-
äèïîëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ, â ÷àñòíîñòè, ìîæåò ïðèâåñòè ê çíà÷èòåëüíîìó óâåëè-
÷åíèþ ñòåïåíè ïåðåïóòûâàíèÿ äâóõ àòîìîâ, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ ìîäîé òåïëîâîãî ïîëÿ
â èäåàëüíîì ðåçîíàòîðå êàê ïîñðåäñòâîì îäíîôîòîííûõ ïåðåõîäîâ, òàê è äâóõôîòîííûõ
âûðîæäåííûõ è íåâûðîæäåííûõ ïåðåõîäîâ (ñì. ññûëêè â [7, 8]). Äèïîëü-äèïîëüíîå âçàè-
ìîäåéñòâèå àòîìîâ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî íå òîëüêî äëÿ óâåëè÷åíèÿ ñòåïåíè ïåðåïó-
òûâàíèÿ àòîìîâ, íî è äëÿ ñòàáèëèçàöèè òàêîãî ïåðåïóòûâàíèÿ. Ýòî îñîáåííî âàæíî, òàê
êàê âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ âîçíèêàþùèå àòîìíûå ïåðåïóòàííûå ñîñòîÿíèÿ îêàçûâàþòñÿ íåñòà-
áèëüíûìè. Â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå àòîìîâ, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì
â âûñîêîäîáðîòíûõ ðåçîíàòîðàõ è ëîâóøêàõ, íåñòàáèëüíîñòü àòîìíûõ ïåðåïóòàííûõ ñî-
ñòîÿíèé îáóñëîâëåíà îñöèëëÿöèÿìè Ðàáè. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ èñêóññòâåííûõ àòîìîâ
äèïîëü-äèïîëüíîå âçàèìîäåéñòâèå ìîæåò áûòü çíà÷èòåëüíî áîëüøå, ÷åì äëÿ îáû÷íûõ àòî-
ìîâ è èîíîâ. Íàïðèìåð, äëÿ ñâåðõïðîâîäÿùèõ äæîçåôñîíîâñêèõ êóáèòîâ, ýôôåêòèâíàÿ
êîíñòàíòà äèïîëü-äèïîëüíîãî (èíäóêòèâíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ) ñâåðõïðîâîäÿùèõ êóáèòîâ
ìîæåò ñóùåñòâåííî ïðåâîñõîäèòü íå òîëüêî êîíñòàíòó êóáèò-ôîòîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ,
íî è èñõîäíóþ ýíåðãèþ ïåðåõîäà ìåæäó óðîâíÿìè ñàìîãî êóáèòà [9]. Ïîýòîìó â íàñòîÿùåé
ðàáîòå ìû, îáîáùàÿ ðåçóëüòàòû ðàáîòû [6], èññëåäóåì âëèÿíèå ïðÿìîãî äèïîëü-äèïîëüíîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ íà ïåðåïóòûâàíèå äâóõ èäåíòè÷íûõ êóáèòîâ, âçàèìîäåéñòâóþùèõ íåðåçî-
íàíñíûì îáðàçîì ñ ìîäîé òåïëîâîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â èäåàëüíîì ðåçîíàòîðå.

2. Ìîäåëü è åå òî÷íîå ðåøåíèå

Ðàññìîòðèì äâà èäåíòè÷íûõ êóáèòà A è B (àòîìû, ñâåðõïðîâîäÿùèå äæîçåôñîíîâñêèå
êîíòóðû, ñïèíû, êâàíòîâûå òî÷êè è ò.ä.), êîòîðûå íåðåçîíàíñíî âçàèìîäåéñòâóþò ñ îáùèì
êâàíòîâûì îäíîìîäîâûì ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì â èäåàëüíîì ðåçîíàòîðå. Ó÷òåì òàêæå
â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ïðÿìîå äèïîëü-äèïîëüíîå âçàèìîäåéñòâèå êóáèòîâ. Òîãäà â
ñèñòåìå îòñ÷åòà, âðàùàþùåéñÿ ñ ÷àñòîòîé îäíîìîäîâîãî ïîëÿ ðåçîíàòîðà ãàìèëüòîíèàí
ñèñòåìû â ïðèáëèæåíèè âðàùàþùåéñÿ âîëíû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

H = ~δσz
A + ~δσz

B + ~g
∑

i=A,B

(σ+
i a+ a+σ−

i ) + ~J(σ+
Aσ

−
B + σ−

Aσ
+
B).
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Çäåñü σz
A è σz

B � îïåðàòîðû èíâåðñèè äëÿ êóáèòîâ A è B ñîîòâåòñòâåííî, σ+
i = |+⟩ii⟨−|

è σ−
i = |−⟩ii⟨+| � îïåðàòîðû ïåðåõîäîâ ìåæäó âîçáóæäåííûì |+⟩i è îñíîâíûì |−⟩i

ñîñòîÿíèÿìè â i-îì êóáèòå (i = 1, 2), a+ è a � îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ôîòîíîâ
ìîäû ïîëÿ, g � êîíñòàíòà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó êóáèòîì è ïîëåì, δ � ðàññòðîéêà ìåæäó
÷àñòîòîé ïåðåõîäà â êóáèòå è ÷àñòîòîé ìîäû ïîëÿ ðåçîíàòîðà è J � êîíñòàíòà ïðÿìîãî
äèïîëü-äèïîëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ êóáèòîâ A è B.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåçîíàòîðíîå ïîëå íàõîäèòñÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè â
îäíîìîäîâîì òåïëîâîì ñîñòîÿíèè ñ ìàòðèöåé ïëîòíîñòè

ρF (0) =
∑
n

pn|n⟩⟨n|,

ãäå âåñîâûå êîýôôèöèåíòû pn = n̄n/(1 + n̄)n+1. Çäåñü n̄ � ñðåäíåå ÷èñëî òåïëîâûõ ôîòîíîâ
â ðåçîíàòîðå n̄ = (exp[~ωi/kBT ] − 1]−1, ãäå kB � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà è T � ðàâíîâåñíàÿ
òåìïåðàòóðà ðåçîíàòîðà, à êóáèòû â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè íàõîäÿòñÿ â ÷èñòîì
ïåðåïóòàííîì ñîñòîÿíèè áåëëîâñêîì ñîñòîÿíèè âèäà

Ψ(0)⟩A = cos θ|+,−⟩+ sin θ|−,+⟩ (2)

èëè
Ψ(0)⟩A = cos θ|+,+⟩+ sin θ|−,−⟩. (3)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè θ = 0 ñîñòîÿíèå (2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñåïàðàáåëüíîå ñîñòîÿíèå |+,−⟩,
à (3) � ñåïàðàáåëüíîå ñîñòîÿíèå |+,+⟩. Ïðè θ = π/2 ñîñòîÿíèå (2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñåïàðàáåëüíîå ñîñòîÿíèå |−,+⟩, à (3) � ñåïàðàáåëüíîå ñîñòîÿíèå |−,−⟩.

Ïðåæäå ÷åì èññëåäîâàòü âçàèìîäåéñòâèå êóáèòîâ ñ òåïëîâûì ïîëåì, ðàññìîòðèì
âçàèìîäåéñòâèå ýòèõ êóáèòîâ ñ ïîëåì ðåçîíàòîðà â ôîêîâñêèõ ñîñòîÿíèÿõ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
n (n ≥ 0) íîìåð âîçáóæäåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé àòîì-ïîëåâîé ñèñòåìû. Òîãäà äëÿ çíà÷åíèÿ
íîìåðà âîçáóæäåíèÿ n ýâîëþöèÿ ñèñòåìû ïðîèñõîäèò â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ
áàçèñîì |−,−, n+ 2⟩, |+,−, n+ 1⟩, |−,+, n+ 1⟩, |+,+, n⟩. Â óêàçàííîì áàçèñå, ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ ãàìèëüòîíèàíà (1) ìîãóò áûòü çàïèñàíû êàê

|Φin⟩ = ξin(Xi1n|−,−, n+2⟩+Xi2n|+,−, n+1⟩+Xi3n|−,+, n+1⟩+Xi4n|+,+, n⟩), (i = 1, 2, 3, 4),

ãäå
X11n = 0, X12n = −1, X13n = 1, X14n = 0,

Xi1n = − 1

2
√
n+ 2

√
n+ 1

(
2
(√

n+ 1
)2 − 2α∆+ αEin + 2∆Ein − E2

in

)
,

Xi2n = Xi3n = −2∆− Ein

2
√
n+ 1

, Xi4n = 1.

Ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èìåþò âèä

E1n = −~γα, E2n = (1/3)~γ (α+An/Bn +Bn) ,

E3n = (1/6)~γRe
[
2α−

(
1 + i

√
3
)
An/Bn + i

(
i+

√
3
)
Bn

]
,

E4n = (1/6)~γRe
[
2α+ i

(
i+

√
3
)
An/Bn −

(
1 + i

√
3
)
Bn

]
.

Çäåñü
An = 18 + 12n+ α2 + 12∆2, Bn =

(
α3 − 54∆ + 9α

(
3 + 2n− 4∆2

)
+
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+
1

2

√
−4 (18 + 12n+ α2 + 12∆2)3 + 4 (α3 − 54∆ + 9α (3 + 2n− 4∆2))2

)1/3

,

α = J/g,∆ = δ/g.

Äëÿ îïèñàíèÿ ïîëíîé äèíàìèêè ñèñòåìû ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ìû äîëæíû ó÷åñòü
òàêæå áàçèñíûå ñîñòîÿíèÿ

|−,−, 1⟩, |+,−, 0⟩, |−,+, 0⟩.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè
|+,+, n⟩(n ≥ 0), òîãäà â ìîìåíò âðåìåíè t ïîëíàÿ âîëíîâàÿ åñòü

|Ψ(t)⟩ = Z11,n|−,−, n+ 2⟩+ Z21,n|+,−, n+ 1⟩+ Z31,n|−,+, n+ 1⟩+ Z41,n|+,+, n⟩.

Çäåñü
Z11,n = e−iE1nt/~ξ1nY41nX11n + e−iE2nt/~ξ2nY42nX21n+

+e−iE3nt/~ξ3nY43nX31n + e−iE4nt/~ξ4nY44nX41n,

Z21,n = e−iE1nt/~ξ1nY41nX12n + e−iE2nt/~]ξ2nY42nX22n+

+e−iE3nt/~ξ3nY43nX32n + e−iE4nt/~ξ4nY44nX42n,

Z31,n = e−iE1nt/~ξ1nY41nX13n + e−iE2nt/~ξ2nY42nX23n+

+e−iE3nt/~ξ3nY43nX33n + e−iE4nt/~ξ4nY44nX43n,

Z41,n = e−iE1nt/~ξ1nY41nX14n + e−iE2nt/~ξ2nY42nX24n+

+e−iE3nt/~ξ3nY43nX34n + e−iE4nt/~ξ4nY44nX44n,

ãäå Yijn = ξjnX
∗
jin.

Äëÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ |+,−, n+1⟩ (n ≥ 0), çàâèñÿùàÿ îò âðåìåíè âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ
ïðèíèìàåò âèä

|Ψ(t)⟩ = Z12,n|−,−, n+ 2⟩+ Z22,n|+,−, n+ 1⟩+ Z32,n|−,+, n+ 1⟩+ Z42,n|+,+, n⟩,

ãäå êîýôôèöèåíòû Zi2, n ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç Zi1, n ïóòåì çàìåíû Y4jn íà Y2jn (j =
1, 2, 3, 4). Åñëè íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû |+,−, 0⟩, çàâèñÿùàÿ îò âðåìåíè âîëíîâàÿ
ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò âèä

|Ψ(t)⟩ = Z12|−,−, 1⟩+ Z22|+,−, 0⟩+ Z32|−,+, 0⟩,

ãäå
Z12 = −2ie−i(α−2∆)t/2 sin(Ωt/2)/Ω,

Z22 = e−i(α−2∆)t/2
(
ei(3α−2∆)t/2 +Ωcos(Ωt/2)− 2i sin(Ωt/2)

)
/(2Ω),

Z32 = e−i(α−2∆)t/2
(
−ei(3α−2∆)t/2 +Ωcos(Ωt/2)− 2i sin(Ωt/2)

)
/(2Ω)

è Ω =
√
8 + (α+ 2∆)2.Äëÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ |−,+, n+1⟩ (n ≥ 0), çàâèñÿùàÿ îò âðåìåíè

âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ åñòü

|Ψ(t)⟩ = Z13,n|−,−, n+ 2⟩+ Z23,n|+,−, n+ 1⟩+ Z33,n|−,+, n+ 1⟩+ Z43,n|+,+, n⟩,
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ãäå êîýôôèöèåíòû Zi3, n ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç Zi1, n ïóòåì çàìåíû Y4jn íà Y3jn (j =
1, 2, 3, 4). Åñëè íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû |−,+, 0⟩, çàâèñÿùàÿ îò âðåìåíè âîëíîâàÿ
ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò âèä

|Ψ(t)⟩ = Z13|−,−, 1⟩+ Z23|+,−, 0⟩+ Z33|−,+, 0⟩,

ãäå
Z13 = Z12, Z23 = Z32, Z33 = Z32.

Äëÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèå ñèñòåìû |−,−, n+ 1⟩ âðåìåííàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ åñòü

|Ψ(t)⟩ = Z14,n|−,−, n+ 2⟩+ Z24,n|+,−, n+ 1⟩+ Z34,n|−,+, n+ 1⟩+ Z44,n|+,+, n⟩,

ãäå êîýôôèöèåíòû Zi4, n ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç Zi1, n ïóòåì çàìåíû Y4jn íà Y1jn (j =
1, 2, 3, 4).

Äëÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèå ñèñòåìû |−,−, 1⟩ çàâèñÿùàÿ îò âðåìåíè âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ
ïðèíèìàåò âèä

|Ψ(t)⟩ = Z14|−,−, 1⟩+ Z24|+,−, 0⟩+ Z34|−,+, 0⟩,

Z14 = e−i(α−2∆)t/2

(
cos(Ωt/2) + ı

α+ 2∆

Ω
sin(Ωt/2)

)
,

Z24 = Z34 = ıe−i(α−2∆)t/2/Ωsin(Ωt/2).

Íàêîíåö, äëÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ |−,−, 0⟩ âðåìåííàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ýâîëþöèîíè-
ðóåò êàê

|Ψ(t)⟩ = e2ı∆t|−,−, 0⟩.

Òåïåðü ìû ìîæåì âåðíóòüñÿ ê èññëåäîâàíèþ äèíàìèêè ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû äëÿ
òåïëîâîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ïîëÿ. Èñïîëüçóÿ íàéäåííûå ñîîòíîøåíèÿ, ìû ìîæåì íàéòè
ìàòðèöó ïëîòíîñòè ïîëíîé ñèñòåìû â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Óñðåäíÿÿ ìàòðèöó
ïëîòíîñòè ïîëíîé ñèñòåìû ïî ïîëåâûì ïåðåìåííûì, ìû ìîæåì íàéòè ðåäóöèðîâàííóþ
ìàòðèöó ïëîòíîñòè äâóõ êóáèòîâ, è ñ åå ïîìîùü âû÷èñëèòü ÷àñòè÷íî òðàíñïîíèðîâàííóþ
ïî ïåðåìåííûì îäíîãî êóáèòà ðåäóöèðîâàííóþ ìàòðèöó ïëîòíîñòè ρT1

A . Äëÿ äâóõêóáèòíîé
ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé ìàòðèöåé ïëîòíîñòè ρA(t), â êà÷åñòâå ìåðû ïåðåïóòûâàíèÿ êóáèòîâ
ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà îòðèöàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ çàïèñûâàåòñÿ êàê [10, 11]

ε = −2
∑
i

µ−
i , (4)

ãäå µ−
i � îòðèöàòåëüíûå ñîáñòâåííûå ÷àñòè÷íî òðàíñïîíèðîâàííîé ïî ïåðåìåííûì îäíîãî

êóáèòà ðåäóöèðîâàííîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè ρT1
A .

Äëÿ íà÷àëüíûõ àòîìíûõ ñîñòîÿíèé (2) è (3) ÷àñòè÷íî òðàíñïîíèðîâàííàÿ ïî ïåðåìåííûì
îäíîãî êóáèòà ðåäóöèðîâàííàÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè èìååò âèä

ρT1
A (t) =


U(t) 0 0 H(t)∗

0 V (t) 0 0
0 0 W (t) 0

H(t) 0 0 R(t)

 . (5)

Äëÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ êóáèòîâ (2) ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû åñòü

U(t) = cos2 θ
∞∑
n=1

pn|Z42,n−1(t)|2 + sin2 θ
∞∑
n=1

pn|Z43,n−1(t)|2+
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+cos θ sin θ

( ∞∑
n=1

pnZ42,n−1(t)Z
∗
43,n−1(t) +

∞∑
n=1

pnZ43,n−1(t)Z
∗
42,n−1(t)

)
,

V (t) = cos2 θ
∞∑
n=1

pn|Z22,n−1(t)|2 + sin2 θ
∞∑
n=1

pn|Z23,n−1(t)|2+

+cos θ sin θ

( ∞∑
n=1

pnZ22,n−1(t)Z
∗
23,n−1(t) +

∞∑
n=1

pnZ23,n−1(t)Z
∗
22,n−1(t)

)
+

+p0
(
cos2 θ |G22(t)|2 + sin2 θ |G23(t)|2 ++cos θ sin θ G22(t)G

∗
23(t) + cos θ sin θ G23(t)G

∗
22(t)

)
,

W (t) = cos2 θ

∞∑
n=1

pn|Z32,n−1(t)|2 + sin2 θ

∞∑
n=1

pn|Z33,n−1(t)+

+cos θ sin θ

( ∞∑
n=1

pnZ32,n−1(t)Z
∗
33,n−1(t) +

∞∑
n=1

pnZ33,n−1(t)Z
∗
32,n−1(t)

)
+

+p0(cos
2 θ |G32(t)|2 + sin2 θ |G33(t)|2 + cos θ sin θ G32(t)G

∗
33(t) + cos θ sin θ G33(t)G

∗
32(t),

R(t) = cos2 θ

∞∑
n=1

pn|Z12,n−1(t)|2 + sin2 θ

∞∑
n=1

pn|Z13,n−1(t)|2+

+cos θ sin θ

( ∞∑
n=1

pnZ12,n−1(t)Z
∗
13,n−1(t) +

∞∑
n=1

pnZ13,n−1(t)Z
∗
12,n−1(t)

)
+

+p0(cos
2 θ|G12(t)|2 + sin2 θ|G13(t)|2 + cos θ sin θ G12(t)G

∗
13(t) + cos θ sin θ G13(t)G

∗
12(t)),

H(t) = cos2 θ
∞∑
n=1

pnZ22,n−1(t)Z
∗
32,n−1(t) + sin2 θ

∞∑
n=1

pnZ23,n−1(t])Z
∗
33,n−1(t)+

+cos θ sin θ

( ∞∑
n=1

pnZ22,n−1(t)Z
∗
33,n−1(t) +

∞∑
n=1

pnZ23,n−1(t)Z
∗
32,n−1(t)

)
+

+p0(cos
2 θ G22(t)G

∗
32(t) + sin2 θ G23(t)G

∗
33(t)+

+cos θ sin θ G22(t)G
∗
33(t) + cos θ sin θ G23(t)G

∗
32(t)).

Äëÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ (3) ÿâíûé âèä ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ íå ïðèâåäåí èç-çà
íåäîñòàòêà ìåñòà.

Ìàòðèöà (5) èìååò âñåãî îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, êîòîðîå ìîæåò ïðèíèìàòü
îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Òîãäà äëÿ êàæäîãî èç ðàññìàòðèâàåìûõ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé
êóáèòîâ îòðèöàòåëüíîñòü (4) ïðèíèìàåò âèä

ε(t) =
√
(|R(t)| − |U(t)|)2 + 4|H(t)|2 − |R(t)| − |U(t)|. (6)

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ âðåìåííîé çàâèñèìîñòè îòðèöàòåëüíîñòè (6) äëÿ
ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé, à òàêæå ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ðàññìàòðèâàå-
ìîé ìîäåëè ïðèâåäåíû íà ðèñóíêàõ 1-4.
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3. Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ

Íà ðèñóíêàõ 1 è 2 ïðåäñòàâëåíû âðåìåííûå çàâèñèìîñòè îòðèöàòåëüíîñòè îò áåçðàçìåðíîãî
âðåìåíè gt äëÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ïîäñèñòåìû êóáèòîâ âèäà (2) ïðè óñëîâèè θ = 0
ò.å. äëÿ ñåïàðàáåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ |+,−⟩. Ðèñóíîê 1(à) ïîêàçûâàåò âðåìåííîå ïîâåäåíèå
îòðèöàòåëüíîñòè äëÿ ðåçîíàíñíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ êóáèòîâ è òåïëîâîãî ïîëÿ è ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ýôôåêòèâíîãî äèïîëü-äèïîëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ α. Èç ðèñóíêà
õîðîøî âèäíî, ÷òî ìàëûõ èíòåíñèâíîñòÿõ äèïîëü-äèïîëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ âîçðàñòàíèå
óêàçàííîãî ïàðàìåòðà ïðèâîäèò ê âîçðàñòàíèþ ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè ïåðåïóòûâàíèÿ
êóáèòîâ. Òàêîé ýôôåêò îïèñàí ðàíåå â ðàáîòå [12]. Îäíàêî äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé α (â
ñëó÷àå n̄ = 1 α > 0.5), íå ðàññìàòðèâàåìûõ â [12], óâåëè÷åíèå èíòåíñèâíîñòè äèïîëüíîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ, íàïðîòèâ, ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèÿ ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè ïåðåïóòûâàíèÿ.
Àíàëîãè÷íàÿ çàâèñèìîñòü ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè ïåðåïóòûâàíèÿ îò èíòåíñèâíîñòè äèïîëü-
äèïîëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ èìååì ìåñòî è äëÿ òåïëîâîãî ïîëÿ (ñì. ðèñóíîê 1(á)).

Äëÿ ìîäåëè ñ íåðåçîíàíñíûì âçàèìîäåéñòâèåì çàâèñèìîñòü îòðèöàòåëüíîñòè îò èíòåí-
ñèâíîñòè äèïîëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ íîñèò ñîâåðøåííî èíîé õàðàêòåð. Â ðàññìàòðèâàå-
ìîì ñëó÷àå ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü ïåðåïóòûâàíèÿ ñëàáî çàâèñèò îò èíòåíñèâíîñòè äèïîëü-
äèïîëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Òàêîå âçàèìîäåéñòâèå ñêàçûâàåòñÿ ëèøü íà ïåðèîäå îñöèë-
ëÿöèé îòðèöàòåëüíîñòè. Íà ðèñóíêå 2 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü îòðèöàòåëüíîñòè îò ðàñ-
ñòðîéêè äëÿ âàêóóìíîãî ïîëÿ (ðèñóíîê 2(à)) è òåïëîâîãî ïîëÿ (ðèñóíîê 2(á)).

Çàâèñèìîñòü îòðèöàòåëüíîñòè îò âåëè÷èíû ðàññòðîéêè ïðè íàëè÷èè äèïîëü-äèïîëüíîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ è â åãî îòñóòñòâèå êà÷åñòâåííî ñõîæè. Ïîñêîëüêó äëÿ ìîäåëè áåç äèïîëüíîé
ñâÿçè óêàçàííûå çàâèñèìîñòè ïîäðîáíî îáñóæäàþòñÿ â ðàáîòå [6], â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû
èõ îáñóæäåíèå îïóñòèì.

Íà ðèñóíêå 3 ïðåäñòàâëåíû âðåìåííûå çàâèñèìîñòè îòðèöàòåëüíîñòè îò áåçðàçìåðíîãî
âðåìåíègt äëÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ïîäñèñòåìû êóáèòîâ âèäà (3) ïðè óñëîâèè θ =
0, òî åñòü äëÿ ñîñòîÿíèÿ |+,+⟩. Êàê îòìå÷àëîñü ðàáîòàõ [3, 4, 5], äëÿ êóáèòîâ,
ïðèãîòîâëåííûõ â âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèÿõ, â ñëó÷àå èõ ðåçîíàíñíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
ñ òåïëîâûì ïîëåì ïåðåïóòûâàíèå íå âîçíèêàåò êàê â îòñóòñòâèå, òàê è â ïðèñóòñòâèå
äèïîëü-äèïîëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïðè íàëè÷èè ðàññòðîéêè ïåðåïóòûâàíèå êóáèòîâ,
ïðèãîòîâëåííûõ â ñîñòîÿíèè âèäà |+,+⟩ ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì. Îäíàêî äëÿ áîëüøèõ
çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ðàññòðîéêè (íàïðèìåð, ïðè n̄ = 0.1 ïðè δ < 6) ïåðåïóòûâàíèå cíîâà
èñ÷åçàåò. Ïðè ýòîì âêëþ÷åíèå äèïîëü-äèïîëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ
ñòåïåíè ïåðåïóòûâàíèÿ êóáèòîâ. Íàêîíåö, íà ðèñóíêå 4 ïðèâåäåíû âðåìåííûå çàâèñèìîñòè
îòðèöàòåëüíîñòè äëÿ áåëëîâñêîãî ïåðåïóòàííîãî ñîñòîÿíèÿ âèäà (2) ïðè θ = π/4. Â
ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå äëÿ ìàëûõ ðàññòðîåê èìååò ìåñòî ýôôåêò ìãíîâåííîé ñìåðòè
ïåðåïóòûâàíèÿ, êîòîðûé èñ÷åçàåì ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ âåëè÷èíû ïàðàìåòðà ðàññòðîéêè.
Êàê õîðîøî âèäíî èç ðèñóíêà 4(á) íàëè÷èå ðàññòðîéêè ïðèâîäèò ê ñòàáèëèçàöèè
ïåðåïóòûâàíèÿ êóáèòîâ. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ êóáèòîâ äèïîëü-
äèïîëüíîå âçàèìîäåéñòâèå íå âëèÿåò íà àìïëèòóäû îñöèëëÿöèé îòðèöàòåëüíîñòè, à
èçìåíÿåò ëèøü ïåðèîä êîëåáàíèé.

4. Çàêëþ÷åíèå

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû èññëåäîâàëè âëèÿíèå äèïîëü-äèïîëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ êóáèòîâ
íà âðåìåííîå ïîâåäåíèå ïàðàìåòðà èõ ïåðåïóòûâàíèÿ (îòðèöàòåëüíîñòè) â ðàìêàõ äâóõêó-
áèòíîé ìîäåëè Òàâèññà-Êàììèíãñà ñ ðåçîíàíñíûì è íåðåçîíàíñíûì âçàèìîäåéñòâèåì êóáè-
òîâ è ìîäû òåïëîâîãî ïîëÿ â èäåàëüíîì ðåçîíàòîðå. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé
äðóãèõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè âêëþ÷åíèå äèïîëü-äèïîëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìîæåò êàê ñóùå-
ñòâåííî óâåëè÷èâàòü, òàê è óìåíüøàòü ñòåïåíü ïåðåïóòûâàíèÿ êóáèòîâ â õîäå ýâîëþöèè.

Ó÷åò ðàññòðîéêè ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîìó óâåëè÷åíèþ ñòåïåíè ïåðåïóòûâàíèÿ êóáèòîâ
äëÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðîì îäèí èç íèõ âîçáóæäåí, à âòîðîé íàõîäèòñÿ â
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îñíîâíîì ñîñòîÿíèè, è ïîÿâëåíèþ ïåðåïóòûâàíèÿ äëÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðîì
îáà êóáèòà âîçáóæäåíû. Äëÿ ïåðåïóòàííîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàññòðîéêà ïðèâîäèò ê
ñòàáèëèçàöèè ïåðåïóòûâàíèÿ êóáèòîâ. Òàêèì îáðàçîì, ðàññòðîéêà ÷àñòîò àòîìîâ è ìîäû
ïîëÿ è äèïîëü-äèïîëüíîå âçàèìîäåéñòâèå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ýôôåêòèâíîãî
êîíòðîëÿ è óïðàâëåíèÿ ñòåïåíüþ ïåðåïóòûâàíèÿ êóáèòîâ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíà
ìîäåëü, â êîòîðîé îòñóòñòâóþò ïðîöåññû äèññèïàöèè.

(a) (á)

Ðèñóíîê 1. Îòðèöàòåëüíîñòü êàê ôóíêöèÿ áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè gt äëÿ ðåçîíàíñíîé
ìîäåëè ñ δ = 0 è α = 0 (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ), α = 0.1 (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ), α = 1 (òî÷å÷íàÿ
ëèíèÿ). Ñðåäíåå ÷èñëî ôîòîíîâ â ìîäå n̄ = 0 (a) è n̄ = 1 (á). Íà÷àëüíîå àòîìíîå ñîñòîÿíèå
|+,−⟩

(a) (á)

Ðèñóíîê 2. Îòðèöàòåëüíîñòü êàê ôóíêöèÿ áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè gt äëÿ ìîäåëè ñ
ðàññòðîéêîé δ = 5 è α = 0 (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ), α = 0.1 (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ) è α = 1 (òî÷å÷íàÿ
ëèíèÿ). Ñðåäíåå ÷èñëî ôîòîíîâ â ìîäå n̄ = 0 (a) è n̄ = 1 (á). Íà÷àëüíîå àòîìíîå ñîñòîÿíèå
|+,−⟩
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Entanglement between two dipole-coupled qubits interacting
with a detuned thermal field

E.K. Bashkirov1, A.M. Vorobiev1

1Samara National Research University, Moskovskoe Shosse 34А, Samara, Russia, 
443086

Abstract. In this paper we have investigated the dynamics of entanglement of two 
identical qubits nonresonantly interacting with one mode of a vacuum or a thermal 
electromagnetic field in lossless resonator in the presence of a direct dipole-dipole 
interaction. On the basis of the exact solution of the considered model, the Peres-
Horodetskii entanglement parameter (negativity) for qubits has been found. Numerical 
simulation of the negativity for various model parameters has been carried out. It has 
been shown that the interaction of qubits with the thermal field of the resonator can 
lead to their entanglement. It has been established that the detuning and dipole-dipole 
interaction of qubits can be used to manipulate and control the degree of their 
entanglement.

Keywords: qubits, detuning, dipole-dipole interaction, thermal field, qubit-qubit 
entanglement, negativity time dependence, sudden death of entanglement.
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