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Аннотация 

В данной работе показывается, что любая наперёд заданная система из конечного числа (большего или равного пяти) квадратов 

общей площадью единица с необходимостью упаковывается без вращений в прямоугольник площадью Sd = (2 + 31/2)/3. 
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1. Введение 

В 1966 году L.Moser [1] сформулировал следующий вопрос: Каково наименьшее число S, для которого любая система 

квадратов общей площадью 1 (единица) может быть (параллельно) упакована в прямоугольник площадью S? Эта 

проблема также отмечена в работе W.Moser & J.Pach [2]. J.W.Moon & L.Moser [3] получили первые верхние пределы для 

данной задачи. Они показали, что любая система квадратов с общей площадью 1 может быть упакована в квадрат 

площадью Su = 2. Также в этой работе они нашли первые значения для нижней границы площади прямоугольника Sd = 1,2. 

Следующие результаты для упаковки квадратов суммарной площадью 1 в прямоугольник опубликованы D.Kleitman & 

M.Krieger [4], которые доказали достаточность прямоугольника площади Su = 3
1/2 для упаковки вышеуказанной системы 

квадратов. Они же в работе [5] снизили достаточность площади прямоугольника до Su = (8/3)1/2 = 1,633 P.Novotný в работе 

[6] первым показал для системы из трёх квадратов необходимость площади прямоугольника S3 = 1,227759 (эта площадь 

необходима для упаковки квадратов со сторонами 0,7297177; 0,5588698 и 0,3939246) и необходимость для системы из 

четырёх квадратов площади прямоугольника S4 = Sd = 1,2440169...= (2 + 3
1/2)/3. В работе [7] он же доказал достаточность 

для любого числа квадратов Su < 1.53... В дальнейшем в статье [9] S.Hougardy снизил достаточность для упаковки любых 

систем квадратов до Su < 1,39990...= 2867/2048. В публикации [8] P.Novotný показал для систем из четырёх и пяти 

квадратов достаточности площадей прямоугольников S4 = S5 = Su = 1,2440169...= (2 + 3
1/2)/3. Целью настоящей статьи 

является доказательство комбинаторными методами необходимости S5 = Sd = 1,2440169...= (2 + 3
1/2)/3, а также 

необходимости этого же предела для систем из любого заданного конечного числа квадратов. Все математические 

действия ведутся в пространстве R2. 

Теорема 1. Любая система из пяти квадратов общей площадью 1 с необходимостью упаковывается без вращений в 

прямоугольник площадью Sd = (2 + 3
1/2)/3 = 1,2440169... 

 

 
Рис. 1.  Исходное расположение квадратов в прямоугольнике для доказательства теоремы 1. Индексированные S, P и L обозначают площади и 

длины сторон соответствующих квадратов и прямоугольника. 
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Авторы считают, что данный результат является наилучшим для системы из пяти квадратов с площадями, 

выраженными аликвотными дробями. Для доказательства теоремы возьмём систему из пяти квадратов с площадями 

1/2, 1/6, 1/6, 1/7 и 1/42. Легко видеть, что наименьший прямоугольник, в который возможно упаковать данную систему 

квадратов, показан на рис. 1 и имеет площадь S0d = ((1/2)1/2 + (1/6)1/2 ) × ((1/2)1/2 + (1/7)1/2 ) = 1,2102397... Пунктирная линия 

показывает границу прямоугольника площадью Sd = (2 + 3
1/2)/3 = 1,2440169..., к которой мы будем стремиться в ходе 

дальнейших рассуждений. Начнём увеличивать площадь большого выделенного квадрата по следующему алгоритму: 

S
0 = 1/7, S

k = (1 + k)/(7 + 6k), kN. При этом у маленького выделенного квадрата площадь будет уменьшаться таким 

образом: P0 = 1/42, Pk = 1/(42 + 36k), kN. 
 

а)       б)   

Рис. 2.  Шаги доказательства теоремы 1 при k = 1 (а) и k = 2 (б). 

Понятно, что limS
k = 1/6, lim P

k = 0 и для любого  > 0 и прямоугольника с площадью 

S
kd = ((1/2)1/2 + (1/6)1/2) × ((1/2)1/2 + (1/6)1/2) –  мы сможем построить систему из пяти квадратов, для упаковки которой в 

прямоугольник потребуется бóльшая площадь, необходимый предел которой равен Sd = (2 + 3
1/2)/3 = 1,2440169... 

Теорема доказана. Таким образом, доказанная теорема вместе с результатом P. Novotný [8] показывает, что для 

упаковки любой системы из пяти квадратов общей площадью 1 в прямоугольник необходимо и достаточно площади 

прямоугольника Sd = Su = (2 + 3
1/2)/3. 

Теорема 2. Любая наперёд заданная система из конечного, большего пяти, числа квадратов общей площадью 1 с 

необходимостью упаковывается без вращений в прямоугольник площадью Sd = (2 + 3
1/2)/3. Для доказательства этого 

факта воспользуемся результатом, полученным S.Hougardy в статье [9] о достаточности для упаковки любых систем 

квадратов площадью S прямоугольника площадью Su < S × 1,39990... 
 

 

Рис. 3.  Исходное расположение квадратов в прямоугольнике для доказательства теоремы 2. Индексированные S, P и L обозначают площади и 

длины сторон соответствующих квадратов и прямоугольника. 

Площадь выделенного прямоугольника S
a0

 в соответствии с алгоритмом, применённым при доказательстве 

теоремы 1, монотонно убывает от Sao = ((1/2)1/2
 – (1/7)1/2) × (1/7)1/2

 = 0,12440... до Sa = ((1/2)1/2
 – (1/6)1/2) × (1/6)1/2

 = 0,1220..., 

что заведомо более чем в пять раз превышает площадь Pi стремящегося к нулю «довеска» и при разбиении последнего 

на любое конечное число частей, эти части в соответствии с результатами S.Hougardy [9] свободно укладываются в 

прямоугольник площадью Sd = (2 + 3
1/2)/3. Теорема доказана. 

Таким образом, теорема 2 показывает, что необходимый предел для площади прямоугольника при упаковке в него 

пяти квадратов Sd = (2 + 3
1/2)/3, доказанный в теореме 1, совпадает с пределом для упаковки в прямоугольник любой, 

большей пяти, конечной системы квадратов общей площадью 1. 
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Рис. 4.   Дополнительная форма прямоугольника с другим исходным расположением квадратов для доказательства теорем 1 и 2. Индексированные 

S, P и L обозначают площади и длины сторон соответствующих квадратов. 

Аналогичные доказательства теорем 1 и 2 существуют и в случае первоначального расположения квадратов как 

показано на рис. 4. Только в этом случае предельным будет не квадрат со сторонами (1/2)1/2 + (1/6)1/2, а прямоугольник 

со сторонами 2×(1/6)1/2
 и (1/2)1/2 + 2×(1/6)1/2

 и такой же площадью Sd = (2 + 3
1/2)/3. 

2. Заключение 

Результаты настоящей работы могут быть применены при анализе шероховатости поверхностей, характеристик 

сигналов при их свёртке и передаче, а также для количественной оценки микроструктуры металлов при их обработке и 

дальнейшем использовании etc. 
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