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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ äèíàìèêà ñèñòåìû äâóõ äèïîëü-äèïîëüíî âçàèìîäåé-
ñòâóþùèõ àòîìîâ â ìàðêîâñêîì è íåìàðêîâñêîì ïðèáëèæåíèÿõ ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ðå-
øåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà (ÑÓØ). Ïîêàçàíî ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå
íåìàðêîâñêèõ øóìîâ íà äèíàìèêó ñèñòåìû â âèäå îñöèëëÿöèé âåðîÿòíîñòåé îáíàðóæèòü
ñèñòåìó âî âòîðîì è òðåòüåì ýíåðãåòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè.

1. Ââåäåíèå

Ìîäåëè îòêðûòûõ êâàíòîâûõ ñèñòåì ìîãóò áûòü ðàçäåëåíû íà äâà êëàññà: ìàðêîâñêèå è
íåìàðêîâñêèå [1]. Ìàðêîâñêîå ïðèáëèæåíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî äèíàìèêà ñèñòåìû
â êîíêðåòíûé ìîìåíò âðåìåíè çàâèñèò òîëüêî îò ñâîåãî ñîñòîÿíèÿ â ïðåäøåñòâóþùèé
ìîìåíò âðåìåíè. Íåìàðêîâñêîå æå ïðèáëèæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî ñóùåñòâóåò
çàâèñèìîñòü äèíàìèêè ñèñòåìû îò åå ñîñòîÿíèé â ïðîøëîì. Ìàðêîâñêîå ïðèáëèæåíè
ñâÿçàíî ñ èñ÷åçàþùå ìàëûì âðåìåíåì ðåëàêñàöèè îêðóæåíèÿ. Â äàííîì ñëó÷àå ñ÷èòàåòñÿ,
÷òî ñîñòîÿíèå îêðóæåíèÿ âñåãäà îäèíàêîâî. Â íåìàðêîâñêîì ñëó÷àå âðåìÿ ðåëàêñàöèè
îêðóæåíèÿ íå ñ÷èòàåòñÿ ìàëûì è èì íåëüçÿ ïðåíåáðå÷ü. Â ïîäîáíûõ ñöåíàðèÿõ ìîæåò
íàáëþäàòüñÿ çíà÷èòåëüíîå èçìåíåíèå âñåé ýâîëþöèè ñèñòåìû [2].

Áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èññëåäîâàíèå äèíàìèêè ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç äâóõ
àòîìîâ, êîòîðûå äèïîëü-äèïîëüíî âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì. Îäíàêî â íåìàðêîâñêîì
ñëó÷àå ðåøåíèå îïåðàòîðíî-êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ýòîé ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåò
îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè. Â ñâÿçè ñ ýòèì, äëÿ ðåøåíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ ëèáî òåîðèÿ
âîçìóùåíèé, ëèáî íåïåðòóðáàòèâíûå, íî àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû, êàê â ñòàòüå [3].

Â äàííîé ðàáîòå ìû ïðåäëàãàåì îïèñàíèå ýâîëþöèè ýòîé ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ
ìîäèôèêàöèè ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, à òàêæå ïðåäñòàâëÿåì ðåçóëüòàòû
÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè â ìàðêîâñêîì è íåìàðêîâñêîì ïðèáëèæåíèè è
îáñóæäàåì ðàçíèöó ìåæäó íèìè.

2. Ìîäåëü

Ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû èç äâóõ äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ â íåñâÿçàííûõ
òåðìîñòàòàõ:
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ãäå ω0 � ÷àñòîòà ïåðåõîäîâ â àòîìå, σzp � äèàãîíàëüíûé ãåíåðàòîð ãðóïïû ýíåðãåòè÷åñêîãî

ñïèíà, ωk � ÷àñòîòà k-îãî ôîòîíà b†k, bk+ � îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ k-
îãî ôîòîíà, gkp � êîíñòàíòà âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìà è òåðìîñòàòà, σ∓p � ïîíèæàþùèå è
ïîâûøàþùèå îïåðàòîðû, Vpp′ � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ äèïîëü-äèïîëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

Ïîñëå ïåðåõîäà â ïðåäñòàâëåíèå âçàèìîäåéñòâèÿ è ïîäñòàíîâêè ãàìèëüòîíèàíà â
êâàíòîâîå óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ, à òàêæå ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ ÷ëåíà, îòâå÷àþùåãî çà
ëýìáîâñêèé ñäâèã, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå îïåðàòîðíîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå [4]:
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ãäå Ω � ïàðàìåòð õàðàêòåðèçóþùèé äèïîëü-äèïîëüíîå âçàèìîäåéñòâèå àòîìîâ, γ0 �
ñêîðîñòü çàòóõàíèÿ, ρ � èñêîìàÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè ðàçìåðíîñòè 4 × 4. Îïåðàòîðû âèäà
σ+x , σ

−
x èìåþò ñëåäóþùèé ÿâíûé âèä:

σ+1 =


0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

, σ−1 =


0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0

, σ+2 =


0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

, σ−2 =


0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0

. (3)

Äâà äâóõóðîâíåâûõ àòîìà â ñóììå èìåþò ÷åòûðå ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíÿ. Óðîâåíü
ñèñòåìû, êîòîðûé ñîîòâåñòâóåò íàõîæäåíèþ îáîèõ àòîìîâ â âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèè áóäåì
äàëüøå íàçûâàòü âåðõíèì, èëè ïåðâûì; óðîâåíü, êîòîðûé ñîîòâåòñâóåò ñòàöèîíàðíûì
ñîñòîÿíèÿì àòîìîâ � íèæíèì èëè îñíîâíûì; âòîðîé è òðåòèé óðîâíè îòâå÷àþò çà ñëó÷àé,
êîãäà îäèí àòîì âîçáóæäåí, à äðóãîé íåò.

2.1. Ìàðêîâñêàÿ äèíàìèêà

Ñòàíäàðòíàÿ ïðîöåäóðà ðàñïóòûâàíèÿ (unravelling) äëÿ óðàâíåíèÿ 2 ïðèâîäèò ê
ñòîõàñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà ñëåäóþùåãî âèäà:
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ãäå |ψ〉 � ÷åòûðåõêîìïîíåíòíûé âåêòîð ñîñòîÿíèé, êîòîðûé ñâÿçàí ñ ìàòðèöåé ïëîòíîñòè
ñëåäóþùèì îáðàçîì ρ = E (|ψ〉 〈ψ|), ãäå E îáîçíà÷àåò ñòîõàñòè÷åñêîå óñðåäíåíèå ïî
ìíîæåñòâó ðåàëèçàöèé; dWi � èíêðåìåíò ñòàíäàðòíîãî âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà. Ìîæíî
ïåðåïèñàòü ýòî óðàâíåíèå â áîëåå ïðîñòîì âèäå, îáúåäèíÿÿ âñå ÷ëåíû ïðè dt è dWi:

d |ψ〉 = A |ψ〉 dt+B |ψ〉dW1 + C |ψ〉dW2. (5)

2.2. Íåìàðêîâñêàÿ äèíàìèêà

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåìàðêîâñêîé ýâîëþöèè ñèñòåìû, À. Áàð÷åëëè â ðàáîòå [5] ïðåäëîæèë
çàìåíèòü ìàðêîâñêèå âèíåðîâñêèå ïðîöåññû dWi íà íåìàðêîâñêèå øóìû. Äëÿ îïèñàíèÿ
íåìàðêîâñêîé ðåëàêñàöèè õîðîøî ïîäõîäèò ïðîöåññ Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà, êîòîðûé
óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó ñòîõàñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ:

dX = −kX + dW, (6)
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ãäå k � ïîñòîÿííàÿ, îòâå÷àþùàÿ çà õàðàêòåðíîå âðåìÿ ðåëàêñàöèè îêðóæåíèÿ. Ïîñëå
ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ 6 â óðàâíåíèå 5, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ íåìàðêîâñêîãî ïðîöåññà:

d
∣∣∣ψ̂〉 = A

∣∣∣ψ̂〉 dt+B
∣∣∣ψ̂〉 (−k1X1) dt+B

∣∣∣ψ̂〉 dW1

+C
∣∣∣ψ̂〉 (−k2X2) dt+ C

∣∣∣ψ̂〉 dW2. (7)

Îäíàêî, ýòî óðàâíåíèå íåîáõîäèìî íåñêîëüêî ìîäèôèöèðîâàòü, ïîñêîëüêó îíî íå
ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ñîõðàíÿåò íîðìèðîâêó. Ïîñëå ìîäèôèêàöèè
îêîí÷àòåëüíîå óðàâíåíèå äëÿ íåìàðêîâñêîãî ïðîöåññà áóäåò èìåòü âèä:

d
∣∣∣ψ̂〉 = A

∣∣∣ψ̂〉 dt+
(
B +B†

) ∣∣∣ψ̂〉 (−k1X1) dt+B
∣∣∣ψ̂〉 dW1

+
(
C + C†

) ∣∣∣ψ̂〉 (−k2X2) dt+ C
∣∣∣ψ̂〉 dW2. (8)

Òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî ρ = E (|ψ〉 〈ψ|) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ ïîëîæèòåëüíûì îïåðàòîðîì, ÷òî
ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ãëàâíûõ äîñòîèíñòâ ìåòîäà îïèñàíèÿ äèíàìèêè êâàíòîâîé ñèñòåìû ñ
ïîìîùüþ ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà.

3. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ

Ïîëó÷åííûå ìàðêîâñêîå 5 è íåìàðêîâñêîå 8 óðàâíåíèÿ áûëè ðåøåíû ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ
ïðÿìîãî àëãîðèòìà Ýéëåðà [6]. Äëÿ ìàðêîâñêîãî óðàâíåíèÿ èìååì ÷åòûðå ñâÿçàííûõ
óðàâíåíèÿ ñ ÷åòûðüìÿ íåèçâåñòíûìè è äâóìÿ íåñêîððåëèðîâàííûìè øóìàìè, à äëÿ
íåìàðêîâñêîãî ê ýòèì íåèçâåñòíûì äîáàâëÿåòñÿ äâå êîìïîíåíòû X1,2 íåìàðêîâñêîãî øóìà.
Òàêîé ïîäõîä àíàëîãè÷åí ïîäõîäó, ïðèìåíåííîìó â ðàáîòàõ [7] è [8]. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

âûáðàíû êàê
∣∣∣ψ̂〉 = (1, 0, 0, 0)T, ïîñòîÿííûå âçàèìîäåéñòâèÿ è çàòóõàíèÿ Ω = 2.3, γ0 =

1, k1 = 0.8, k2 = 1.6. Âðåìåííîé ïðîìåæóòîê � 4 ñ. Óñðåäíåíèå ïðîâîäèëîñü ïî 50000
òðàåêòîðèÿì. Ìàêñèìàëüíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ñîñòàâèëà íå áîëåå 0.9% Íà
ðèñóíêå 1 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ìàðêîâñêîé (à) è íåìàðêîâñêîé (á)
äèíàìèêè.

0 2 41 30.5 1.5 2.5 3.5

0

1

0.2

0.4

0.6

0.8

0.1

0.3

0.5

0.7

0.9

à)

0 2 41 30.5 1.5 2.5 3.5

0

1

0.2

0.4

0.6

0.8

0.1

0.3

0.5

0.7

0.9

á)

Ðèñóíîê 1. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

Íà ðèñóíêå 1 ñèíÿÿ ëèíèÿ îòâå÷àåò âåðõíåìó ñîñòîÿíèþ, ÷åðíàÿ íèæíåìó, à çåëåíàÿ
è êðàñíàÿ � âòîðîìó è òðåòüåìó. Â ìàðêîâñêîì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòè íàéòè ñèñòåìó âî
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âòîðîì èëè òðåòüåì ñîñòîÿíèè â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ðàâíû. Â íåìàðêîâñêîì ñëó÷àå
íàáëþäàþòñÿ çíà÷èòåëüíûå êîëåáàíèÿ âåðîÿòíîñòåé äëÿ âòîðîãî è òðåòüåãî ýíåðãåòè÷åñêèõ
óðîâíåé, ïðè ýòîì êîëåáàíèÿ íàõîäÿòñÿ êàê áû â ïðîòèâîôàçå. Êðîìå òîãî, ñìåùàþòñÿ
ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ äëÿ âñåõ ÷åòûðåõ êîìïîíåíòîâ. Ýòî è ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì
íåìãíîâåííîé ðåëàêñàöèè îêðóæåíèÿ. Êîãäà îäèí èç òåðìîñòàòîâ èçìåíÿåò ñâîå ñîñòîÿíèå,
ýíåðãèÿ îäíîãî èç àòîìîâ ìåíÿåòñÿ, è â ñëåäñòâèå äèïîëü-äèïîëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
"ïåðåêà÷èâàåòñÿ"èç àòîìà ñ áîëüøåé ýíåðãèåé â àòîì ñ ìåíüøåé. Àìïëèòóäà ýòèõ êîëåáàíèé
óìåíüøàåòñÿ ñî âðåìåíåì, è ñèñòåìà ïðèõîäèò ê ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ.

 4. Заключение
В данной работе были получены стохастические уравнения Шредингера для марковской и 
немарковской релаксации системы из двух диполь-дипольно взаимодействующих атомов. Было 
проведено численное моделирование полученный уравнений и сравнение результатов. Показано, 
что учет немарковости окружения вносит значительные изменения в характер динамики 
системы и стационарное состояние.
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Simulation of non-Markovian dynamics of dipole-dipole 
interacting atoms
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Abstract. Markovian and non-Markovian dynamics of two dipole-dipole interacting 
atoms is studied with the help of stochastic Schroedinger equation (SSE). It is shown 
that the non-Markovian effects are appeared in the form of oscillations of probabilities 
to find the systems in the entanglement states.

Keywords: non-Markovian dynamics, stochastic Schrödinger equation, dipole-dipole 
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