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Аннотация. В статье рассматриваются модели нейронных систем в виде 

функционально-дифференциальных уравнений, моделей с распределенным 

запаздыванием, полученных путем обобщения соответствующих им систем с 

дискретным запаздыванием, описываемых дифференциально-разностными 

уравнениями. Показано, что подобное обобщение позволяет, при сохранении всех 

возможностей моделей с дискретным запаздыванием в части имитации характерных для 

нейронных сетей автоколебаний, придать последним более адекватный 

действительности характер. Это подтверждено результатами моделирования системы 

Хатчинсона с распределенным запаздыванием средствами Matlab, показавшими наличие 

зависимости периода и характера автоколебаний от параметров модели и, 

следовательно, реализуемость режимов пачечной и одиночной передачи нервных 

импульсов. Показаны возможности систем с распределенным запаздыванием в цепи 

обратной связи, обусловленные множественностью путей распространения возмущений, 

как в межнейронной среде, так и по соединениям сети. В ходе моделирования 

рассмотрено распределение запаздывания, аппроксимированное многочленом второго 

порядка по системе независимых экспоненциальных функций. 

1. Введение 

Механизмам процессов, протекающих в нейронных сетях живых организмов, и их моделям 

посвящено огромное множество работ. Здесь можно сослаться на перечни литературы, 

приведенные в обзорах [1, 2], в части касающейся соответствия наблюдаемых данных 

используемым моделям. Аналогичная ситуация сложилась и в части математической теории 

известных моделей, привлекшей к себе в последние годы особое внимание в связи с возникшим 

интересом к так называемым осцилляционным моделям – моделям, состоящим из совокупности 

объединенных в единое целое осцилляторов, имитирующих работу нейронов. Здесь 

суммировались интересы в области релаксационных автоколебаний [3, 4], а в последнее время 

и систем с запаздыванием [5], с интересом к процессам, описываемым уравнениями 

экологического типа (например, [6 – 9]) – уравнениями, по преимуществу, дифференциально-

разностного типа. 

В соответствии с названием статьи, целью настоящей работы являются, конечно, не 

дифференциально-разностные модели, а модели функционально-дифференциального типа – 

модели с распределенным запаздыванием, которые могут быть получены посредством 

соответствующего обобщения моделей с дискретным запаздыванием. Конечно, если по теории 
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уравнений с распределенным запаздыванием тоже существует большая литература, например, 

[10, 11], то по ее применению, особенно в области нейронных сетей, известно не очень много, 

например, по монографии [12]. 

 

2. Модели нейронных систем с дискретным запаздыванием 

Первая, приводимая ниже модель, пригодная для указанного обобщения, модель, предложенная 

Хатчинсоном и названная его именем, описывается базовым экологическим уравнением, 

которому можно придать вид: 

  )()(1)( tututu  ,                                                       (1) 

где   величина дискретного запаздывания, а  0const  параметр модели. 

Обобщая, это уравнение можно также записать в виде: 

  )()()( tutuftu  ,                                                        (2) 

где  xf  некоторая заданная функция. Каждой такой функции соответствует при этом свое 

обобщенное уравнение Хатчинсона. Так, функции 

  )1()1( cxxxf  , 0constc , 

отвечает уравнение: 

)/)(exp(1

)/)(exp(1
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К классу, описываемому уравнением (2), относится и модель, введенная, как отмечается в 

ряде работ, В.В. Майоровым и И.Ю. Мышкиным. Этой модели отвечает уравнение 

     )(1)()()( 12 tutuftuftu  ,                                            (3) 

где функции )(1 uf  и )(2 uf  представляют соответственно натриевую и калиевую проводимости 

мембраны нейрона. Подобная, относящая к классу (3), модель, имитирующая, в частности, 

динамику и механизм взаимодействия нейронов, часто представляют уравнением 

   )(th)(th)()(  tuBtuAtutu .                                         (4) 

Похожим способом, при двух запаздываниях, вводятся функция 

    )(/11)()1()(),(),( 2121 tututututuf  , ]1,0[ , 

и соответствующее ей обобщенное уравнение Хатчинсона 

  )(1)()1()()( 21 tutututu  . 

Помимо различных обобщений базовой модели Хатчинсона, на практике часто встречаются 

модели с запаздывающей обратной связью, потребность в которых в области нейронных сетей 

возникает, в частности, по причине конечной скорости распространения возмущений по 

межнейронным соединениям, образующим цепь обратной связи. Конечно, потребность в 

моделях с запаздыванием в цепях обратной связи присуща не только нейронным сетям, но и 

другим областям, подобным, например, области систем с акустической обратной связью  

[15-17]. 

Модель системы с запаздыванием в цепи обратной связи представляют в ряде работ 

уравнением, линейным при разомкнутой обратной связи: 

  )()()()()( 2  tututututu  . 

При замкнутой обратной связи это уравнение становится, конечно, нелинейным. 

Используется также модель генератора Ван дер Поля, охваченного запаздывающей обратной 

связью. Уравнение этой модели имеет при этом вид:  

  )()()()()()( 2
0

32
0

2  tkutututututu  . 

Нетрудно показать, что приведенные выше уравнения не охватывают всех возможных 

моделей с дискретным запаздыванием в цепях обратной связи. Тем более это очевидно при 

переходе от них к обобщенным моделям с распределенным запаздыванием, обеспечиваемым, в 

принципе, преобразованием 
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3. Функционально-дифференциальные модели 

Полученную из модели Хатчинсона (1) систему с распределенным запаздыванием можно 

задать функционально-дифференциальным уравнением вида: 

)()();()(1)(
0

tytutdgtutu

a















 





 , где 00 a  и ],[ 0 a .                 (5) 

Здесь ),(tg  ядро интеграла Стилтьеса, а )(ty  входное воздействие. 

Если функция ),( tg  не зависит от аргумента t , т.е. )(),(  gtg , и дифференцируема по 

переменной  , так что )()(  hg , то уравнение (5) можно записать в виде: 

)()()()(1)(

0

tytudtuhtu
a















 





 , ],[ 0 a .                                  (6) 

На интервале ],0[ 0t  решение уравнения (6) методом шагов находится по известной 

начальной функции )()(1  u , заданной на интервале ],[ 0 a . Аналогично, решение 

уравнения на интервале ]2,[ 00 t  находится по функции )()(2  u , заданной на интервале 

]0,[ 0 a . Вообще, решение на интервале ],)1[( 00  kkt  находится по функции 

)()(  uk , заданной на интервале  ])2(,)1([ 00  kka . 

Пусть 0 минимальная величина запаздывания, кратная некоторому периоду ее 

дискретизации dT , так что  dTv /0  целое число и dvT0 , а верхний предел 

интегрирования кратен 0 , т.е. da mvTm  0 . Положим также, что функция распределения 

запаздывания )(h  по величине, определенная на интервале ],[ 00  m , вне этого интервала 

равняется нулю, т.е. 0)( h , если  ),( 00  m . Уравнение (6) при этом записывается как 

)()()()(1)(
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tytudtuhtu
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 , ],)1[( 00  kkt , ...,2,1k ,               (7) 

Если, кроме того, посредством замены tkt  0)1(  ввести дискретно-непрерывное время 

и функцию ))1(()( 0  tkutuk , где ],0[ 0t , то уравнение (7) становится 

эквивалентным последовательности дифференциальных уравнений на интервалах 

],)1[( 00  kk : 
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при начальных условиях )()0( 01  kk uu . 

Если ввести коэффициент 
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то уравнение (8) на интервале ],)1[( 00  kk  принимает вид: 

)()()()( tytutatu kkkk  , ],)1[( 00  kkt ,                               (10) 

Введем функцию  
s

kk dasA

0

)()( , ],0[ 0s . Тогда решение уравнения (10) дается, как 

известно, формулой 
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или 
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При этом первое слагаемое в (11), – это рекуррентная формула 
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дающая решение сопряженного с (10) однородного уравнения, т.е. автономной системы. 

Функцию распределения запаздывания по величине )(h  можно ввести, основываясь на тех 

или иных соображения, любым подходящим способом; например, посредством аппроксимации 

по системе степенных или экспоненциальных функций или таблично. Ниже изучение 

зависимости динамики автоколебаний автономной системы от распределения запаздывания 

осуществляется с использованием функции 
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функция (13) достигает своего максимального значения, где qpx / . При этом величина 

максимума функции оказывается равной единице, если принять, что нормирующий множитель 

h  функции равен x
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dqdp
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Отсюда следует, что увеличение параметра модели d , не влияя на величину нормирующего 

множителя h , только смещает точку максимума распределения запаздывания к началу 

координат, увеличивает скорость его нарастания и спада и, соответственно, изменяет динамику 

автономной системы, описываемой уравнением (10) и представленной решением (12).  

Графики распределений запаздывания (11) и процессов, формируемых автономной 

системой, изображены на рисунках 1 и 2 при различных значениях d , где принято, что 

минимальная величина запаздывания 20   ms, период дискретизации vT /00  , параметр 

500v , 55.0p  и 2x .  

На рисунке 1 показаны автоколебания, имеющие релаксационный характер. 

На рисунке 2 показаны автоколебания, приближающиеся к гармоническому виду. Динамика 

регулирующего параметра (9) показана на рисунке 3.  

При этом параметр 275.0q , а нормирующий множитель 385.0h . Глубина памяти 

прошлых значений принимается равной 20 ms. 

Рассмотрение приведенных на рисунке 1 графиков показывает наличие четко выраженной 

зависимости периода автоколебаний модели от величины параметра d , задающего координату 

точки, в которой функция распределения запаздывания достигает своего максимального 

значения, а также определяющего форму графика этого распределения. Здесь следует отметить, 

что с приближением параметра d  к значению 2d  автоколебания теряют свой 

релаксационный характер. Графики, приведенные на рисунке 2 показывают, что дальнейшее 

увеличение параметра d  придает автоколебаниям гармонический характер и даже приводит к 

их исчезновению (приводит модель в состояние равновесия). 

Учитывая это можно заключить, что посредством скачкообразной модуляции параметра d  

можно сымитировать пачечный режим формирования импульсов возбуждения, режим, 

характерный для нейронных сетей живых организмов. Конечно, здесь следует иметь в виду 

модуляцию, обусловленную как многочастотной динамикой самого нейрона, так и 

взаимосвязями, существующими в модели нейронной сети. 
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Рисунок 1.  Распределение запаздывания и релаксационные автоколебания: 1) d =0. 25, 2) d = 

0.5, 3) d = 1.0, 4) d = 2.0. 

 

Следует также отметить, что представленная на рисунке 3 динамика регулирующего 

параметра модели )(ta , как и ожидалось, хорошо коррелирует с графиками процессов, 

показанных на рисунке 1. 
Аналогичным способом обобщаются и другие, приведенные в первом разделе, 

дифференциально-разностные модели нейронных сетей. Как и в случае модели Хатчинсона, 
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они вполне могут быть решены методом шагов. Здесь остановимся только на моделях с 

запаздывающей обратной связью, представленных рисунке 4. Подобные модели рассмотрены, 

например, в работах [13, 14]. 

 
Рисунок 2. Распределенное запаздывание и автоколебания: 1) d = 2.5, 2) d = 3.0, 3) d = 4.0. 

 
Рисунок 3. Динамика регулирующего параметра a(t) при значениях: 1) d = 0.5, 2) d = 1.0.  

 
Рисунок 4. Система с распределенным запаздыванием в цепи обратной связи. 
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Модель, изображенная на рисунке 4, обязана своим применением множественности путей 

межнейронной и сетевой передачи возмущений, обусловливающей распределенный характер 

обратной связи, охватывающей нейроны. Символ )(pF , dtdp / , на этом рисунке 

представляет, в общем случае, нелинейный дифференциальный оператор, N  это, в частности, 

безынерционный нелинейный элемент, а 




a

dh

0

)(   элемент распределенного запаздывания. 

Если оператор )(/)()( pQpPpF  , то модель с запаздывающей обратной связью можно задать 

операторным уравнением 

)()())(()()()()(

0

txpPdtvNhpPtvpQ
a

 




. 

4. Выводы 

На практике оператор F(p) обычно считают либо рациональной функций со степенью 

знаменателя не более трех, либо функция-оператор Q(p) считается представляющей уравнение 

Ван дер Поля. Степень многочлена P(p) при этом обычно меньше степени Q(p). Из 

приведенного уравнения видна очевидная аналогия метода его решения с методом решения 

уравнения Хатчинсона. Конечно, решение уравнения с запаздывающей обратной связью ставит 

в повестку задачу анализа его устойчивости – задачу, являющуюся темой отдельного 

исследования.  
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Abstract. The article considers models of neural systems in the form of functional differential 

equations, models with distributed delay, obtained by generalizing their corresponding systems 

with discrete delay, described by differential-difference equations. It is shown that such a 

generalization allows, while preserving all the capabilities of models with discrete delay in 

terms of simulating self-oscillations characteristic of neural networks, to give the latter a more 

adequate character. This is confirmed by the results of modeling the Hutchinson system with 

distributed delay using Matlab tools, which showed the presence of a period and the nature of 

self-oscillations depending on the model parameters and, therefore, the feasibility of burst and 

single transmission of nerve impulses. The capabilities of systems with distributed delay in the 

feedback circuit due to the multiple propagation paths of disturbances both in the interneuron 

medium and in the network connections are shown. During the simulation, the distribution of 

delay approximated by a second-order polynomial in a system of independent exponential 

functions is considered.  

 


