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Аннотация—Реализован новый подход к численному 

решению ОДУ, заключающийся в переходе к 

многостадийной реализации алгоритма. Вместо слияния 

всех известных условий – дифференциальных (само 

уравнение) и начальных (или граничных) - в одну систему 

приближенных линейных алгебраических уравнений 

предлагается перейти к решению задачи в несколько 

этапов. Вначале выделяются спектральные 

коэффициенты, определяющие «общее» решение исходной 

задачи. Затем учет начальных/граничных условий 

позволяет выделить «частное» искомое решение. 

Ключевые слова— спектральный метод, коллокация, 

задача Коши, уравнение Пуассона. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

В задачах оптики и высокочастотной 
электродинамики нередко приходится вычислять 
интегралы от быстро осциллирующих функций [1-3]. 
Разработанный Левиным [4] для этих целей метод 
эффективно сводит задачу интегрирования к задаче 
поиска медленно осциллирующего решения 

обыкновенного дифференциального уравнения 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+

𝑘(𝑥)𝑦 = 𝑓(𝑥) по методу коллокаций. Решение данной 
задачи, основанное на использовании разложения 
приближения по полиномам Чебышева [2], является 
предметом исследования настоящей работы. 

Спектральные методы [5] основаны на поиске 
решения дифференциальных уравнений в виде 
разложения в ряд по известным базисным гладким 
функциям. Чаще всего они используют специальные 
ортогональные полиномы (такие как полиномы 
Чебышева и Лежандра) в качестве базисных функций для 
дискретизации обыкновенных дифференциальных 
уравнений (ОДУ) и уравнений в частных производных.  

Методы псевдо-спектральной коллокации удачно 
используют матрицы дифференцирования [6] для 
вычисления производных в точках коллокации, 
обеспечивая значительное ускорение метода, повышение 
точности при меньшем количестве точек сетки [7].  

Метод коллокации [8-10] для ОДУ формулируется в 
физическом пространстве. В этом случае чебышевские 
матрицы дифференцирования вырождены, обладают 
различающимися на порядки собственными значениями, 
что обуславливает невозможность построения 
устойчивого численного алгоритма решения систем 
линейных алгебраических уравнений (СЛАУ). Подход к 
решению ОДУ, основанный на переходе к его поиску в 

спектральном пространстве, приводит к решению 
достаточно простых СЛАУ. Для повышения надежности 
и устойчивости алгоритмов активно учитываются 
дискретная ортогональность и трехчленные 
рекуррентные соотношения, связывающие полиномы 
Чебышева.  

2. ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ 

В качестве примера предлагаемого подхода 
рассмотрим метод решения простейшей задачи Коши 

 𝑦′(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑦(𝑥0) = 𝑦0, 𝑥 ∈ [−1,1]. 

Задача естественным образом распадается на две 
подзадачи:  

 полиномиальную интерполяцию производной 
(вычисление коэффициентов разложения 
производной по базисным функциям) и  

 вычисление коэффициентов искомой функции по 
граничному (краевому или иному) условию и 
коэффициентам разложения производной. 

Спектральный метод решения задачи заключается в 
представлении интерполирующей функции в виде ряда 

 𝑝(𝑥) = ∑ 𝑐𝑘𝑇𝑘(𝑥)𝑛
𝑘=0 , 𝑥 ∈ [−1,1], 

по базису из полиномов Чебышева первого рода 
{𝑇𝑘(𝑥)}𝑘=0

∞ , заданному в гильбертовом пространстве 
функций на отрезке [-1,1]. В этом случае выражение для 
производной имеет вид 

 𝑝′(𝑥) = ∑ 𝑐𝑘𝑇𝑘
′(𝑥)𝑛

𝑘=0 = ∑ 𝑏𝑘𝑇𝑘(𝑥)𝑛
𝑘=0  

Используя трехчленные рекуррентные соотношения, 
которым удовлетворяют чебышевские полиномы и их 
производные [8] и приравнивая коэффициенты при 
одинаковых полиномах в (3), приходим к следующей 
зависимости [7] коэффициентов 𝑐𝑘 от 𝑏𝑘:  
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Вычисление коэффициентов {𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑛} сводится к 
умножению трехдиагональной матрицы на вектор, что 
можно реализовать по следующей схеме  

 {

𝑐1 = 𝑏0 − 𝑏2 2,⁄ 𝑘 = 1

𝑐𝑘 = (𝑏𝑘−1 − 𝑏𝑘+1) 2𝑘,⁄ 𝑘 > 1, 𝑘 < 𝑛 − 1

𝑐𝑘 = 𝑏𝑘−1 2𝑘⁄ , 𝑘 = 𝑛 − 1, 𝑛



Перейдем к вычислению коэффициентов разложения 
{𝑏0, 𝑏1, … , 𝑏𝑛} функции 𝑓(𝑥) по полиномам Чебышева I-го 
рода [7] на интервале [-1,1] 

∑ 𝑏𝑘𝑇𝑘(𝑥)
𝑛

𝑘=0
= 𝑓(𝑥).

Метод коллокации [9, 10] заключается в подборе 
таких коэффициентов {𝑏0, 𝑏1, … , 𝑏𝑛} разложения 
полинома 𝑝′(𝑥), что выполняются равенства при искомых 
коэффициентах 𝑏𝑘 , 𝑘 = 0, 1, … , 𝑛   

 ∑ 𝑏𝑘𝑇𝑘(𝑥𝑗)
𝑛
𝑘=0 = 𝑓(𝑥𝑗), 𝑗 = 0,… , 𝑛 

в точках коллокации {𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛}.  

Коэффициенты 𝑏𝑘 , 𝑘 = 0,… , 𝑛 должны быть 
решением СЛАУ (6). Или в матричной форме: 

 𝑻𝒃 = 𝒇. (7)
Устойчивость алгоритма достигается за счет 

использования свойства дискретной ортогональности 
чебышевской матрицы 𝑻. Выбор сетки Гаусса-Лобатто 

позволяет при делении на √2 первого и последнего 

уравнений (6) получить эквивалентную систему �̃�𝒃 = �̃�. 

Умножение ее слева на �̃�𝑻 дает систему с диагональной 
матрицей  
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, 

где �̃� = (𝑓0 √2⁄ , 𝑓1, … , 𝑓𝑛−1, 𝑓𝑛 √2⁄ )
𝑇

. 

Коэффициенты разложения функции 𝑓(𝑥) легко 
выписываются в явном виде 

 𝑏0 = 𝑓0/𝑛, 𝑏1 = 2𝑓1 𝑛⁄ , 𝑏2 = 2𝑓2 𝑛⁄ ,… , 𝑏𝑛 = 𝑓𝑛 𝑛⁄ .  (9) 

Формулы (9) однозначно определяют последние n 
коэффициентов разложения искомой функции 𝑝(𝑥). Для 
определения еще одного коэффициента – 𝑐0 – необходимо 
дополнительное условие. Рассматриваемый метод 
позволяет решать как задачи Коши с начальными 
условиями, так и задачи с граничными условиями общего 
вида [2, 11]  

В задаче Коши с начальным условием 

 𝑐0 + ∑ 𝑐𝑘𝑇𝑘
𝑛
𝑘=1 (−1) = 𝑦0 

𝑐0 вычисляется по формуле 

 𝑐0 = 𝑦0 − ∑ 𝑐𝑘
𝑛
𝑘=1 (−1)𝑘. 

Если же дополнительное условие задано в 
произвольной точке интервала интегрирования 
𝑦𝑏 = 𝑦(𝑥𝑏), 𝑥𝑏 ∈ [−1,1], 𝑐0 определяется по формуле 

 𝑐0 = 𝑦𝑏 − ∑ 𝑐𝑘𝑇𝑘
𝑛
𝑘=1 (𝑥𝑏). 

На правом конце интервала интегрирования 
полиномы Чебышева любого порядка принимают 
значение, равное 1 и  

 𝑐0 = 𝑦𝑟 − ∑ 𝑐𝑘𝑇𝑘
𝑛
𝑘=1 (𝑥𝑟) = 𝑦𝑟 − ∑ 𝑐𝑘

𝑛
𝑘=1 . 

3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ  

Обычно методы аппроксимации решения [5, 6, 8-10], 
сводятся к системам уравнений, которые включают в себя 
сразу и условия, задающие поведение производных 
решения, и начальные/граничные условия,. 

В отличие от предшествующих работ (в рамках 
метода коллокаций) задача разбивается на подзадачи. 
Вначале выделяется множество решений, 
удовлетворяющих дифференциальному уравнению. Учет 
начальных/граничных условий осуществляется на втором 
этапе и сводится к решению линейного уравнения с 
одним неизвестным коэффициентом (ОДУ I-го порядка) 
или двумя при решении ОДУ II-го порядка (задачи 
Пуассона). Тем самым решение сложной СЛАУ 
заменяется двумя или тремя простыми алгебраическими 
вычислениями. 
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