
Методы дифференциальной геометрии в задачах редукции динамических моделей с
сингулярными возмущениями

М.О. Балабаев
Самарская государственная областная академия (Наяновой  ,)

443001, ул. Молодогвардейская, 196, Самара, Россия

Аннотация
Докла  д посвяще  н исследовани  ю динамически  х моделе  й экологи  и  и химическо  й кинетик  и н  а основ  е анализ  а кривизны
медленны  х интегральны  х поверхностей.
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1. Введение

Динамические автономные сингулярно возмущенные системы используются для описания множества процессов в
различных отраслях. Такие системы принято записывать в виде{

Ûx = f (x, y, ε)
ε Ûy = g(x, y, ε)

(1)

где совокупность векторных функций x(t) и y(t) задает в фазовом пространстве Rn кривую, под точкой подразумевается
дифференцирование по времени t. При этом предполагается, что пространства имеют евклидову метрику, ε — малый
положительный параметр, а функции f и g являются определенными и достаточно гладкими в некоторых областях Rn.

Широко известны несколько методов редукции, каждый из которых имеет свои сильные и слабые стороны. Среди
таких методов можно отметить асимптотическое разложение явного представления медленного многообразия по степеням
малого параметра [1], получение неявного уравнения медленного многообразия [2], а также итерационный и ILDM-методы
[1, 2].

В докладе изложен метод построения медленного многообразия для автономной системы, который в отличие от
вышеуказанных требует только гладкости правых частей (1), без наложения дополнительных ограничений.

2. Кинематический подход

Запишем исходную систему как 
Ûx = f (x, y, ε)

Ûy = 1
ε
g(x, y, ε)

или в векторном виде
ÛX = V(x, y, ε) (2)

С точки зрения кинематики, полученная система определяет вектор мгновенной скоростиV для каждой точки фазового
пространства. Тангенциальная составляющая вектора ускорения A(x, y, ε) = ÛV будет определять особенности траектории
в соответствующей точке. Для двумерного случая изучение этих особенностей сводится к анализу кривизны1 κ1 = α1 | |V ∧
A| | = ϑ1[V, ÛV], для трехмерного — кручения κ2 = α2 ÛA · (V ∧ A) = ϑ2[V, ÛV, ÜV], для общего случая — старшей кривизны
κn−1 = ϑn−1[V, ÛV, ÜV, ÝV . . .]

Для изучения особенностей автономных динамических систем c использованием аппарата дифференциальной геомет-
рии вводится специальное многообразие

ϕ(x, y, ε) =
[
V, ÛV, ÜV, . . . ,

(n−1)
V

]
= 0 (3)

Это многообразие, определяемое множеством точек вырождения определителя Вронского правой части системы (2)
имеет размерность n − 1 и называется многообразием кривизн фазового потока системы.

Утверждение 1. Уравнение (3) неявно задает медленное многообразие системы (2).

Утверждение 2. Условие (3) определяет множество точек, в которых старшая кривизна κn−1 исчезает, а значит происходит
потеря устойчивости системы (2).

Утверждение 3. Функция ϕ(x, y, ε) является локальным первым интегралом системы (2).

1здесь и далее ϑi и αi зависят от вектора-столбцаV и его производных до i-го порядка включительно
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3. Модель бимолекулярной реакции

Рассмотрим на примере модели бимолекулярной реакции способ получения явного представления медленного мно-
гообразия системы (1) при помощи неявного уравнения (3). Проведем замену переменных в соответствии с [1, п.2.4.2] и
запишем модель в кинематической форме: 

Ûx1 = 1 − k2x1y

Ûx2 = k2x1y − x2 + 2y

Ûy = −
y

ε
+ k1(x2 − y)2

(4)

Уравнение кривизны фазового потока принимает вид

ϕ(x1, x2, y, ε) =

������ Ûx1 Ûx2 Ûy
Üx1 Üx2 Üy
Ýx1 Ýx2 Ýy

������ = 0 (5)

В предположении, что в некоторой области существует явное задание инвариантного многообразия системы, будем
искать его в виде разложения по степеням малого параметра [3]:

y = h(x1, x2, ε) = h0(x1, x2) + εh1(x1, x2) + ε2h2(x1, x2) + ε3h3(x1, x2) +O
(
ε4

)
Выпишем полную производную (5), и подставим в неё дифференциал dy:(

∂ϕ

∂x1
+
∂ϕ

∂y

∂h

∂x1

)
dx1 +

(
∂ϕ

∂x2
+
∂ϕ

∂y

∂h

∂x2

)
dx2 +

(
∂ϕ

∂ε
+
∂ϕ

∂y

∂h

∂ε

)
dε = 0

откуда в силу утверждения 3 будем иметь

∂h

∂x1
= −

ϕx1

ϕy
,

∂h

∂x2
= −

ϕx2

ϕy
,

∂h

∂ε
= −

ϕε

ϕy
(6)

Подставим в правые части этих равенств явное уравнение инвариантного многообразия, после чего переобозначим
полученные функции

ξ1(x1, x2, ε)
def
= −

ϕx1

ϕy

�����
y=h(x1,x2,ε)

ξ2(x1, x2, ε)
def
= −

ϕx2

ϕy

�����
y=h(x1,x2,ε)

η(x1, x2, ε)
def
= −

ϕε

ϕy

�����
y=h(x1,x2,ε)

Продифференцируем h(x1, x2, ε) поочерёдно по x1, x2 и ε и выпишем полученные равенства в систему, используя
равенства (6) и вновь введённые обозначения:

∂h

∂x1
=
∂h0

∂x1
+ ε

∂h1

∂x1
+O

(
ε2

)
= ξ1

∂h

∂x2
=
∂h0

∂x2
+ ε

∂h1

∂x2
+O

(
ε2

)
= ξ2

∂h

∂ε
= h1 + 2εh2 +O

(
ε2

)
= η

(7)

Для системы (4) нулевое приближение тривиально: h0(x1, x2) = 0. Устремив ε → 0 в третьем уравнении получим
равенство, позволяющее найти h1:

h1(x1, x2) = lim
ε→0

©«−
ϕε

ϕy

�����
y=0

ª®¬ = k1x2
2

Вернёмся к третьему равенству системы (7). Подставим уже вычисленное приближение y = εk1x2
2 , продифференцируем

его по ε и вновь полагая ε → 0 получим

h2(x1, x2) =
1
2
∂η

∂ε
=

1
2
∂

∂ε
lim
ε→0

©«−
ϕε

ϕy

�����
y=εk1x

2
2

ª®¬ = 2k1x2
2 − 2k2

1 x3
2

Продолжая итерации аналогично находим

h3(x1, x2) = 5k3
1 x4

2 − 14k2
1 x3

2 − 2k2
1 k2x1x3

2 + 4k1x2
2

Полученное явное уравнение медленного многообразия идентично классическому до третьего порядка малости вклю-
чительно. На рисунке представлены численное решение, медленная поверхность и многообразие кривизн потока системы
(1).
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Рис. 1. численное решение, медленная поверхность и многообразие кривизн потока системы (1)
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