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Аннотация. В работе приведено описание трехмерной математической модели 

гидродинамики, учитывающей процессы переноса солей и тепла. Для аппроксимации 

уравнения диффузии – конвекции – реакции по времени использованы схемы с весами. 

Аппроксимация задачи расчета поля скорости движения водной среды по 

пространственным переменным выполнена на основе метода баланса с учетом 

коэффициентов заполненности контрольных областей. Исследованы стационарные 

режимы задачи переноса тепла и солей. На основе мониторинга водной акватории 

построены трехмерные математические модели движения водной среды, 

предназначенные для прогнозирования возможных сценариев развития экосистемы 

Азовского моря для избегания возникновения областей анаэробного заражения и 

принятия своевременных мер для их локализации. Приведено описание программного 

комплекса, позволяющего моделировать гидродинамические процессы в мелководных 

водоемах со сложными пространственными структурами течений с учетом транспорта 

солей и тепла. 

1. Введение 

Для прогнозирования состояния мелководных водоемов строятся математическое модели, 

учитывающие уникальные особенности исследуемого водного объекта – климатические 

факторы и гидродинамические режимы. Среди трудов российских ученых, посвященных 

исследованию и прогнозу водных экосистем можно выделить работы Марчука Г.И.[1], 

Матишова Г.Г.[2, 3], Сухинова А.И.[4, 5], Тютюнова Ю.В.[6], Якушева Е.В.[7], Ильичева В.Г. и 

др. Разработкой моделей, программных комплексов и информационных систем для 

мониторинга и прогнозирования состояния экосистем водных объектов занимаются ведущие 

зарубежные научно-исследовательские центры и организации: Sweden’s Meteorelogical and 

Hydrological Institute; Center for Water Research; National Oceanic and Atmospheric Administration; 

Centre for Ecology and Hydrology [8, 9]. 
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Существующие программные комплексы, позволяющие моделировать гидродинамические 

процессы (SALMO, CHARISMA, «Mars3d», CHTDM, CARDINAL, PHOENICS, Экоинтегратор 

и др.), не учитывают пространственно-неоднородное движение водной среды, не обладают 

необходимой точностью для моделирования вихревых структур течений, не являются 

консервативными, не учитывают сложную форму рельефа дна и берега, испарение, стоки рек, 

соленость, температуру и другие факторы, а также проявляют неустойчивость при 

значительных перепадах глубин и изменении плотности водной среды [10-13]. 

 

2. Постановка модельной задачи 

В основу разрабатываемой модели расчета трёхмерных полей вектора скорости движения 

водной среды, температуры и солености положена математическая модель гидродинамики 

мелководных водоемов, учитывающая транспорт тепла и солей [14]: 

– уравнение движения (Навье – Стокса) 
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– уравнение неразрывности в случае переменной плотности  
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– уравнение транспорта тепла 
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– уравнение транспорта солей 
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где 𝑽 = {𝑢, 𝑣, 𝑤} – компоненты вектора скорости; 𝑃 – полное гидродинамическое давление; 

ρ – плотность водной среды; μ, – горизонтальная и вертикальная составляющие коэффициента 

турбулентного обмена; 𝛀 = Ω ⋅ (cos𝜗 ⋅ 𝐣 + sin𝜗 ⋅ 𝐤) – угловая скорость вращения Земли 

определяется выражением; 𝜗 – широта места; 𝑔 – ускорение свободного падения; 

𝑓𝑇, 𝑓𝑆 – источники тепла и соли (находится на границе области). 

Из полного гидродинамического давления условно выделены две составляющие: давления 

столба жидкости и гидродинамическая часть [15]: 

 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) + 𝜌0𝑔𝑧, (7) 

где 𝑝 – гидростатическое давление невозмущенной жидкости; 𝜌0 - плотность пресной воды при 

нормальных условиях. 

Уравнение состояния для плотности 

 𝜌 = �̃� + 𝜌0,  (8) 

где 𝜌0 – плотность пресной воды при нормальных условиях, �̃� определяется уравнением, 

рекомендованным UNESCO 

 

�̃� = �̃�𝑤 + (8.24493 ⋅ 10−1 − 4.0899 ⋅ 10−3𝑇 +

+7.6438 ⋅ 10−5𝑇2 − 8.2467 ⋅ 10−7𝑇3 + 5.3875 ⋅ 10−9𝑇4)𝑆 +

+(−5.72466 ⋅ 10−3 + 1.0227 ⋅ 10−4𝑇 − 1.6546 ⋅ 10−6𝑇2)𝑆3 2⁄ + 4.8314 ⋅ 10−4𝑆2,

 (9) 

где �̃�𝑤 – плотность пресной воды, задаваемая полиномом 

 
�̃�𝑤 = 999.842594 + 6.793952 ⋅ 10−2𝑇 − 9.095290 ⋅ 10−3𝑇2 +

+1.001685 ⋅ 10−4𝑇3 − 1.120083 ⋅ 10−6𝑇4 + 6.536332 ⋅ 10−9𝑇5.
 

Уравнение (9) применимо для солености в диапазоне 0 – 42 ‰ и температуры от -2 до 40 °C. 

Система уравнений (1) – (6) рассматривается при следующих краевых условиях: 

– на входе  

 𝐕 = 𝐕0, 𝑃′
𝐧 = 0, 𝑇 = 𝑇0, 𝑆 = 𝑆0, (10) 

– донная граница 

 𝜌𝑣𝜇(𝐕𝛕)′
𝑛

= −𝛕, 𝐕𝐧 = 0, 𝑃′
𝐧 = 0, 𝑇′

𝐧 = 0, 𝑆′
𝐧 = 0, 𝑓𝑇 = 0, 𝑓𝑆 = 0, (11) 

– боковая граница 
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 (𝐕𝛕)′
𝐧

= 0, 𝐕′
𝐧 = 0, 𝑃′

𝐧 = 0, 𝑇′
𝐧 = 0, 𝑆′

𝐧 = 0, 𝑓𝑇 = 0, 𝑓𝑆 = 0, (12) 

– верхняя граница  

 𝜌𝑣𝜇(𝐕𝛕)′
𝐧

= −𝛕,  𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡) = −𝜔 − 𝑃′
𝑡/𝜌𝑔, 𝑃′

𝑛 = 0, (13) 

 𝑇′
𝐧 = 0, 𝑆′

𝐧 = 0, 𝑓𝑇 = 𝑘(𝑇𝑎 − 𝑇), 𝑓𝑆 =
𝜔

ℎ𝑧−𝜔
𝑆,  

– на выходе (Керченский пролив) 

 𝑃′
𝐧 = 0, 𝐕′

𝐧 = 0, 𝑇′
𝐧 = 0, 𝑆′

𝑛 = 0, 𝑓𝑇 = 0, 𝑓𝑆 = 0, (14) 

где 𝜔 – интенсивность испарения жидкости; 𝐕𝛕 – нормальная и тангенциальная составляющая 

вектора скорости; 𝛕 = {𝜏𝑥 , 𝜏𝑦, 𝜏𝑧} – вектор тангенциального напряжения; 𝜌 – плотность водной 

среды; 𝜌𝑣 – плотность взвеси; 𝑇𝑎 – температура атмосферы; k – коэффициент передачи тепла 

между атмосферой и водной средой. 

Составляющие тангенциального напряжения для свободной поверхности 𝛕 = 𝜌𝑎𝐶𝑑𝑠|𝐰|𝐰, 

где 𝐰 – вектор скорости ветра относительно воды; 𝜌𝑎 – плотность атмосферы; 𝐶𝑑𝑠 –

 безразмерный коэффициент поверхностного сопротивления, который зависит от скорости 

ветра, рассматривается в диапазоне 0.0016-0.0032. 

Тангенциальное напряжение для дна 𝛕 = 𝜌𝐶𝑑𝑏|𝐮|𝐮, где 𝐶𝑑𝑏 = 𝑔𝑘2/ℎ1 3⁄ , где 𝑘 – групповой 

коэффициент шероховатости в формуле Мэннинга, рассматривается в диапазоне 0.025–0.2;    

ℎ = 𝐻 + 𝜂 – глубина акватории, 𝐻 – глубина до невозмущенной поверхности, 𝜂 – высота 

свободной поверхности относительно геоида (уровень моря). 

Система уравнений (1) – (6) рассматривается при следующих начальных условиях 

 𝐕 = 𝐕𝟎, 𝑇 = 𝑇0, 𝑆 = 𝑆0.   (15) 

 

3. Метод решения задачи гидродинамики 

Согласно методу поправки к давлению, исходная модель гидродинамики разбивается на три 

подзадачи [16, 17]. Первая подзадача представлена уравнением диффузии – конвекции – 

реакции, при помощи которого вычисляются компоненты поля вектора скорости на 

промежуточном слое по времени: 

 
      2 ( sin cos )x y z x y zx zy

u u
uu vu wu u u u v w    



  
              , 

 
      2 sinx y z x y zx zy

v v
uv vv wv v v v u   



  
             , (16) 

 

      02 cos 1x y z x y zx zy

w w
uw vw ww w w w u g


   

 

    
               

 
. 

Следует отметить, что слагаемое  0 / 1g     описывает плавучесть (Силу Архимеда). 

Многочисленными экспериментами по моделированию движения среды в мелководных 

водоемах подобных Азовскому морю установлено, что данное слагаемое вносит 

незначительный вклад в решение задачи и им можно пренебречь. Для аппроксимации 

уравнения диффузии – конвекции – реакции по времени использованы схемы с весами. Здесь 

 1u u u    ,  0,1   – вес схемы. 

Расчет распределения давлений (вторая подзадача) базируется на уравнении Пуассона 

 

     
2

yx z
xx yy zz

vu w
p p p

  

   

 


        . (17) 

Значение поля скорости на верхней границе (поверхности водоема) задается следующим 

образом: /tw p g    . В качестве начального приближения для данной задачи 

использовалась упрощенная гидростатическая модель движения водной среды, что значительно 

уменьшает время расчета. 

Третья подзадача позволяет по явным формулам определить распределение скоростей на 

следующем слое по времени 
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1
,z
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   (18) 

где   – шаг по временной координате, u – значение поля вектора скорости на предыдущем 

слое по времени, u – значение поля скорости на промежуточном слое по времени, u  – значение 

на текущем слое по времени. 

Расчетная область вписана в параллелепипед. Для программной реализации трехмерной 

математической модели гидродинамики вводится равномерная сетка. Обозначим , ,i j ko  степень 

«заполненность» ячейки ( , , )i j k . Степень заполненности ячейки задается давлением водного 

столба на дно данной ячейки. В общем случае степень заполненности ячеек рассчитывается 

исходя из выражения [18]: 

 

, , 1, , , 1, 1, 1,

, , .
4

i j k i j k i j k i j k

i j k

z

P P P P
o

gh

     
  (19) 

Аппроксимация задачи расчета поля скорости движения водной среды по пространственным 

переменным выполнена на основе метода баланса с учетом коэффициентов заполненности 

контрольных областей. 

 

4. Описание программного комплекса и результаты численных экспериментов 
Для получения функции солености можно использовать решение уравнения диффузии, которое 

на длительные интервалы времени сводится к решению уравнения Лапласа. Однако функция 

солености, полученная подобным образом, может не обладать достаточной степенью гладкости 

в точках задания значений поля. Поэтому используем уравнение, применяемое для получения 

схем повышенного порядка точности для уравнения Лапласа: 

 

2
2 0,

12

h
S S     (20) 

где S  – соленость (температура) водоема. 

При решении задачи обработки гидрологической информации получены изолинии 

солености и температуры, для чего применен алгоритм распознавания. С помощью алгоритма 

интерполяции и путем наложения границ области получены карты солености и температуры 

Азовского моря (рисунки 1, 2). 

 
Рисунок 1. Восстановленное поле солености 

Азовского моря. 

 
Рисунок 2. Восстановленное поле 

температуры Азовского моря. 

В результате проведённых исследований разработан программный комплекс, позволяющий 

более точно описывать гидродинамические процессы, транспорт солей и тепла в мелководных 

водоемах, подобных Азовскому морю, со сложными пространственными структурами течений 

в условиях уменьшения пресноводного стока р. Дон, увеличения стока высокосоленых вод 

озера Сиваш и фильтрации вод соленых озер на северо-востоке Крыма. Программная 

реализация математических моделей учитывает силу Кориолиса, ветровые течения и трение о 

дно, турбулентный обмен, испарение, стоки рек, а также сложную геометрию дна и береговой 

линии. Расчетная область соответствует физическим размерам Азовского моря: длина равна 
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355 км, ширина равна 233 км, шаг по пространству в горизонтальном направлении 1000 м. 

Временной интервал - 30 суток.  

Для реконструкции экологической катастрофы была построена трехмерная математическая 

модель, описывающая гидрофизические процессы, происходящие в мелководных водоемах. На 

рисунке 3 приведены результаты численного моделирования движения водной среды в 

акватории Азовского моря на основе программного комплекса «Azov3d». 

 
Рисунок 3. Результаты математического моделирования движения водной среды 

(баротропные течения). 

 

Проведены комплексные экспедиционные измерения параметров водной среды в акватории 

Азовского моря и Таганрогского залива для обновления баз данных многолетних наблюдений 

состояния водной среды. На основе мониторинга водной акватории построены трехмерные 

математические модели движения водной среды, предназначенные для прогнозирования 

возможных сценариев развития экосистемы Азовского моря, для избежания возникновения 

областей анаэробного заражения и принятия своевременных мер для их локализации. На 

рисунке 4 приведены профили горизонтальных составляющих вектора скорости (тонкая линия 

– результаты численных экспериментов, толстая линия - натурных).  

 
Рисунок 4. Профили горизонтальной компоненты вектора скорости (слева составляющая 

вектора скорости направленная с запада на восток, справа – с севера на юг). 

 

Измерение мгновенных значений вектора скорости происходило на основе акустического 

профилографа «ADCP Workhorse 600 Sentinel». При помощи данного прибора можно получать 

вертикальный профиль трехмерного вектора скорости (128 значений с минимальным шагом 10 

сантиметров по вертикальной координате). Основываясь на результатах экспедиционных 

измерений параметров водной среды, проведённых авторами в акватории Азовского моря, 

можно утверждать, что существует участок, на котором происходят заморные явления, 

появление которого имеет сезонный характер. На рисунке 6 представлены результаты 

натурных измерений профиля температуры, солености и растворенного кислорода, полученные 

при помощи гидрофизического зонда «Sea Bird Electronics 19 Plus» на одной из 

 



Секция: Математическое моделирование физико-технических процессов и систем 

Математическое моделирование гидродинамических процессов мелководных водоёмов с учетом процессов переноса солей и тепла 

VI Международная конференция и молодёжная школа «Информационные технологии и нанотехнологии» (ИТНТ-2020)  789 

экспедиционных станций. Из рисунка 5 видно, что содержание кислорода на глубине более 6,5 

метров близко к нулю. На данной станции наибольшая область воды была подвергнута 

явлениям аноксии. 

 
Рисунок 5. Слева профиль растворенного кислорода [ml/l], справа – температуры [C], в центре 

– соленость [PSU]. 

 

Измерения проводились по вертикали, начиная, от ближней зоны чувствительности ADCP –

зонда до дна. Профилограф работает на доплеровском эффекте, передавая акустический сигнал 

на фиксированной частоте и принимая отраженный на неоднородностях водной среды сигнал в 

расположенной под излучателем (начиная с зоны чувствительности) толще водного столба. 

Изучено влияние изменения значений коэффициента вертикального турбулентного обмена на 

содержание растворенного кислорода в придонном слое мелководного водоема. Примерно на 

глубине 3 метров и ниже значения коэффициента вертикального турбулентного обмена близки 

к нулю, что означает пониженный турбулентный обмен по вертикали в данной области, 

объясняет явление гипоксии в придонном слое центрально-восточной части Азовского моря. 

 
5. Выводы 

Предложенная 3D модель гидродинамики мелководных водоемов позволяет получить 

трехмерные поля вектора скоростей водного потока, давления, плотности морской воды, 

солености, температуры. На мелководье в моделях гидродинамики большое влияние на поля 

течений оказывает геометрия дна водоема. При разработке моделей гидродинамики 

мелководных водоемов использовались результаты экспедиционных измерений. 

Производились замеры скоростей течения водного потока на основе зонда ADCP, измеряющего 

мгновенные значения вертикального профиля вектора скорости. При настройке прибора были 

заданы: шаг по вертикали – 10 см, количество измерений по вертикали – 128, частота 

измерений – 1 с. Для фильтрации натурных данных применялся алгоритм фильтра Калмана. Из 

сопоставления результатов моделирования и натурных измерений коэффициента 

вертикального турбулентного обмена на различных горизонтах водоема, сделан вывод о том, 

что результаты расчетов турбулентных процессов в мелководных водоемах на основе 

подсеточной модели турбулентности Смагоринского лучше всего согласуются с натурными 

данными.  
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Abstract. The paper describes a three-dimensional mathematical model of hydrodynamics, 

taking into account the processes of salt and heat transfer. To approximate the equation of 

diffusion - convection - reaction in time, we used schemes with weights. The approximation of 

the problem of calculating the velocity field of the aquatic environment in terms of spatial 

variables is carried out on the basis of the balance method taking into account the occupancy 

ratios of the control areas. The stationary modes of the heat and salt transfer problem are 

investigated. Based on the monitoring of the water area, three-dimensional mathematical 

models of the movement of the aquatic environment have been built, designed to predict 

possible scenarios for the development of the Azov Sea ecosystem in order to avoid the 

occurrence of anaerobic infection areas and take timely measures for their localization. A 

description is given of a software package that allows modeling hydrodynamic processes in 

shallow water bodies with complex spatial structures of currents, taking into account the 

transport of salts and heat. 

 


