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Аннотация—В работе предложена аналитически 

обоснованная оценка размера области бинарной растровой 

фигуры, в которой гарантированно содержится фокус 

вращательной симметрии, основанной на мере Жаккара. 

Выполнена численная реализация предложенного метода 

и проведены эксперименты на изображениях.  
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1. ВВЕДЕНИЕ 

При решении задач нахождения точного положения 
фокуса вращательной квази-симметрии, основанной на 
мере Жаккара для бинарных растровых изображений, 
предполагается, что проверка найденных эффективных 
решений может быть проведена с использованием 
базовой экстенсивной процедура полного перебора по 
всем точкам из некоторой окрестности интереса. При 
этом для каждой точки строится график (профиль, см 
рис. 1, 2) меры Жаккара в зависимости от угла ( )J   [1]. 

Анализ таких профилей в разных точках изображения 
позволяет судить об положении фокуса вращательной 
симметрии и её степени.  

В работе [1] размер окрестности поиска задавался 
эмпирически. В частности, в качестве элементов 
окрестности рассматривались точки, ограниченные 
окружностью с радиусом r и центром, совпадающим с 
центром масс бинарного растрового изображения. 

Размер окрестности определялся как r=R, где R – 
радиус окружности, описанной вокруг фигуры или 
расстояние от центра масс до наиболее удаленной точки 

фигуры, (0..1]  – параметр, задающий размер области 

поиска (Рис. 2). В экспериментах значения этого 
параметра выбирались равными 0,1 или 0,15 без 
теоретического обоснования. Очевидно, что чем больше 

параметр , тем большее число точек необходимо 
проверить.  

В этой работе мы показываем, что размер 
окрестности гарантировано содержащей фокус 
вращательной симметрии, может быть получен 
аналитически.  

2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОКРЕСТНОСТИ 

Идея поиска окрестности, локализующей 
оптимальный фокус вращательной симметрии, 
основанной на мере Жаккара, относительно некоторой 
точки опирается на аналитическую оценку этой меры 
сверху за счет использования простой формы. Пусть 
фигура A  вложена в фигуру С , тогда после поворота 

A  будет вложена в C , а значит площадь пересечения 

A  и A  ограничена сверху площадью пересечения C  и 

С . Наиболее простой описывающей формой является 

описывающая окружность. Тогда C С зависит только 

от расстояния от центра круга до точки поворота и 
может быть рассчитана аналитически как площадь 
линзы, образованной пересечением двух окружностей. 

Пусть для фигуры задана некоторая окружность с 
центром, совпадающим с центром масс точек 

, 1,...,i i N=p  фигуры  E=q p  с радиусом r, количество 

пикселей фигуры, лежащих за пределами этой 
окружности равно n<N. Тогда размер (радиус) 
окружности, гарантированно содержащей фокус 
центральной симметрии, не будет превосходить 
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где 0I  – площадь пересечения фигуры при повороте на 

180 градусов вокруг центра масс, ( )n r  – количество 

пикселей изображения за окружностью радиуса r  с 

центром в точке центра масс, 
1L−

 – расстояние между 

центрами окружностей с радиусами r  и нормированной 

площадью пересечения окружностей (линзы) 0 ( )I n r− , 
2( )S r r=  – площадь окружности с радиусом r .  

Нормированный к площади окружности размер 
линзы пересечения двух окружностей у которых 

совпадают величины радиусов ( , )L r h  будет 

определяться как  

 

Рис. 1. Значения меры Жаккара при вращении фигуры вокруг 

центра масс (красная кривая) и вокруг фокуса вращательной 

симметрии (зеленая кривая) 



IX Международная конференция и молодёжная школа «Информационные технологии и нанотехнологии» (ИТНТ-2023) 
Секция 3. Распознавание, обработка и анализ изображений 

032482 

 2
, 2 ,

( , ) 2

0, 2 ,

J
h r

L r h r J

h r




=  −
 

 (2) 

где ( )cos / 2arc h r= , 2 (2 sin(2 ))J r= −  . 

 

Если нормировать значение радиуса r  к единице, и 

соответствующим образом корректировать h , как долю 

от единичного радиуса, то выражение упрощается и 
зависит только от одного аргумента:  

( )cos / 2arc h= , 2 sin(2 )J  = − ,  

 (1, ) , [0..2].
2

J
L h h

J
= 

−
 (3) 

Вычислить аналитически обратную к ( , )L r h  

функцию 
1L−
 представляется затруднительным, поэтому 

предлагается использовать табулированный набор 
значений или для нормированного к единице и 
фиксированного значения r  приближенную функцию 

1( ) 2.0266 1.0264 0.9969L S S S− = − − , относительная 

ошибка приближения не превосходит 1,25%. 

 

На рис. 3. продемонстрирована визуализация размера 
рассчитанной по (1) области, гарантированно 
содержащей фокус вращательной симметрии; Область 
показана желтым цветом, положение истинного фокуса 
центральной симметрии отмечено красным маркером. 

Если рассматривать вытянутые фигуры, становится 
очевидным, что для них можно в качестве искомой 
области рассматривать не окружность, а эллипс. Такое 
обобщение несложно провести, если использовать 
расстояние Махаланобиса для корректировки расстояния 
от точки центра масс с последующим сравнением с 

радиусом описывающей фигуру окружности. В 
выражении (1) корректируется величина r  с учетом 

следующего замечания: 1( , ) ( ) ( )T

MD −= − −p q p q C p q , где 

 ( )( )TE= − −C p q p q  матрица ковариаций, построенная 

для векторов X  и Y , составленных из соответствующих 
координат пикселей фигуры. Заметим, что в выражении 
(1) расстояние для некоторой точки p  от центра масс q  

понималась как ( , ) ( ) ( )T

ED = − −p q p q p q . Следует 

отметить, что в этом случае необходимо вместо площади 
окружности в выражении (1) использовать площадь 
эллипса, рассчитанную через соответствующее значение 

радиуса в метрике Махаланобиса 2( ) detM MS r r= C .  

Формула аналитического расчета площади 

пересечения ( , )M ML r h  для пары эллипсов, у которых 

совпадают направления главных осей, в точности 
совпадает со значениями для обычных окружностей (3). 

На рис. 4 показаны результаты определения области, 
гарантированно содержащей фокус центральной 
симметрии, описанной эллипсом. Всего в наших 
экспериментах было обработано более ста изображений 
из различных баз. Во всех случаях истинное положение 
фокуса вращательной симметрии оказывалось внутри 
рассчитанной области. 

 

Эффективность процедуры можно оценить как 
сокращение потенциального числа пикселей, 
необходимых для просмотра (Табл. 1). 

Таблица I.  СРАВНИТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 

Изображение 
Площ. 

эллипса 

Площадь 

окружности 

Площадь 

описанной 

окружности 
Площадь 

фигуры 
1.0=  0.1 =  

 68 554 272638 3409 26831 

 

9352 19990 406717 7525 103549 

 
1756 2442 332637 4777 159809 
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Рис. 3. Результаты определения области, гарантированно 

содержащей фокус центральной симметрии 

   

 

Рис. 4. Результаты определения области, гарантированно 

содержащей фокус центральной симметрии в виде эллипса 

 

Рис. 2. Область поиска фокуса центральной симметрии вокруг 

центра масс, r=R, =0,15, справа показаны значения 

функции центральной квази-симметрии в центре масс 

(красная точка), и точке, обеспечивающей максимум 

центральной симметрии (зеленая точка) 
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