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Аннотация. В работе исследуется  устойчивость многообразия стационарных состояний 
в модели распространения вирусов. Модель представляет собой систему полулинейных 
параболических уравнений с многообразием состояний равновесия. Получены условия 
устойчивости и стабилизируемости этого многообразия.  

1. Введение 
Рассмотрим дифференциальное уравнение 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝐴𝐴𝑑𝑑 = 𝑓𝑓(𝑑𝑑. 𝑑𝑑),             (1) 
где 𝑑𝑑 ∈ 𝑅𝑅; 𝑑𝑑 ∈ 𝑋𝑋𝛼𝛼 .  

Множество 𝑆𝑆 ⊂ 𝑅𝑅 × 𝑋𝑋𝛼𝛼  называется локальным интегральным многообразием для 
дифференциального уравнения (1), если для любой пары (𝑑𝑑0,𝑑𝑑0) ∈ 𝑆𝑆 существует решение 𝑑𝑑(∙) 
этого уравнения, определенное на некотором открытом интервале (𝑑𝑑1, 𝑑𝑑2), содержащим 𝑑𝑑0, и 
такое, что 𝑑𝑑(𝑑𝑑0) = 𝑑𝑑0 и �𝑑𝑑, 𝑑𝑑(𝑑𝑑)� ∈ 𝑆𝑆 [1]. 

Множество 𝑆𝑆 - интегральное многообразие, если всегда можно взять (𝑑𝑑1, 𝑑𝑑2) = (−∞,∞). В 
случае, когда дифференциальное уравнение автономно и 𝑆𝑆 = 𝑅𝑅 × 𝑆𝑆1,𝑆𝑆1 называется 
инвариантным многообразием. 

Рассмотрим модель распространения вирусов. Данная система основана на уравнениях 
Фишера-Колмогорова-Петровского-Пискунова. Рассмотрим задачу на промежутке x ∈ [0, 1]. 
Система имеет вид: 

�
∂u(x,t)
∂t

= D1
∂2u(x,t)
∂x2 + a1u(x, t)�1 − q1v(x, t)��1 − u(x, t) − v(x, t)�,

∂v(x,t)
∂t

= D2
∂2v(x,t)
∂x2 + a2v(x, t)�1 − q2u(x, t)��1 − u(x, t) − v(x, t)�.

�          (2) 

В этой системе 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 – две популяции микроорганизмов, 𝑎𝑎1,𝑎𝑎2 - коэффициенты 
воспроизводства для популяций 𝑢𝑢 и 𝑣𝑣, соответственно, 𝐷𝐷1,𝐷𝐷2- коэффициенты диффузии, 
𝑞𝑞1,𝑞𝑞2− коэффициенты взаимодействия особей разных популяций. 

В качестве граничных условий в данной задаче рассматриваются условия непроницаемости 
на концах рассматриваемого промежутка. Они имеют вид: 

�∂u(x,t)
∂x

�
x=0

= �∂u(x,t)
∂x

�
x=1

= 0,

�∂v(x,t)
∂x

�
x=0

= �∂v(x,t)
∂x

�
x=1

= 0.
            (3) 

В качестве начальных условий выбраны непрерывные функции, которые имеют вид: 
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u(x, 0) = �0,9(−5(x− 1)2 + 1), u > 0,
0, u ≤ 0;

�

v(x, 0) = �0,9(−5x2 + 1), v > 0,
0, v ≤ 0.

�
           (4) 

2. Аналитическое исследование модели 
Рассмотрим симметричный случай, когда коэффициенты первого и второго уравнения 
системы (2) равны, то есть  

𝑎𝑎1 = 𝑎𝑎2 = 𝑎𝑎,𝐷𝐷1 = 𝐷𝐷2 = 𝐷𝐷, 𝑞𝑞1 = 𝑞𝑞2 = 𝑞𝑞. 
Воспользовавшись принципом сведения для инвариантного многообразия, получим 

линеаризованную систему:  
∂u(x,t)
∂t

= 𝐷𝐷 ∂2u(x,t)
∂x2 − αu(x, t) − αv(x, t),

∂v(x,t)
∂t

= 𝐷𝐷 ∂2v(x,t)
∂x2 − βu(x, t) − βv(x, t),

           (5) 

где 𝛼𝛼 = 𝑎𝑎𝑢𝑢��1 − 𝑞𝑞(1 − 𝑢𝑢�)�.𝛽𝛽 = 𝑎𝑎(1 − 𝑢𝑢�)(1 − 𝑞𝑞𝑢𝑢�). 
С помощью метода разделения переменных найдем решение линеаризованной задачи. 

𝑢𝑢(𝑑𝑑, 𝑑𝑑) = �𝐴𝐴𝑛𝑛𝑒𝑒−𝐷𝐷(𝜋𝜋𝑛𝑛 )2𝑑𝑑 cos𝜋𝜋𝑛𝑛𝑑𝑑
∞

𝑛𝑛=0

+ �
𝛼𝛼𝐶𝐶𝑛𝑛
𝛼𝛼 + 𝛽𝛽

𝑒𝑒−𝐷𝐷(𝜋𝜋𝑛𝑛 )2𝑑𝑑(𝑒𝑒−(𝛼𝛼+𝛽𝛽)𝑑𝑑 − 1) cos𝜋𝜋𝑛𝑛𝑑𝑑,
∞

𝑛𝑛=0

𝑣𝑣(𝑑𝑑, 𝑑𝑑) = �𝐵𝐵𝑛𝑛𝑒𝑒−𝐷𝐷(𝜋𝜋𝑛𝑛 )2𝑑𝑑 cos𝜋𝜋𝑛𝑛𝑑𝑑
∞

𝑛𝑛=0

+ �
𝛽𝛽𝐶𝐶𝑛𝑛
𝛼𝛼 + 𝛽𝛽

𝑒𝑒−𝐷𝐷(𝜋𝜋𝑛𝑛 )2𝑑𝑑(𝑒𝑒−(𝛼𝛼+𝛽𝛽)𝑑𝑑 − 1) cos𝜋𝜋𝑛𝑛𝑑𝑑.
∞

𝑛𝑛=0

 

По показателям экспонент, входящих в данные выражения, понятно, что есть одно нулевое 
собственное число, а остальные собственные числа отрицательные. Это означает, что любое 
положение равновесия (u0, v0), v0 = 1 − u0, u0  ∈ [0,1], исходной системы (2) устойчиво. 
Значит, многообразие положений равновесия стабилизируемо. 

Однако это справедливо при значении параметра q < 2,  так как при q = 2 происходит 
потеря устойчивости системы. 

3. Численное моделирование 
Для иллюстрации вышесказанного проведем численное моделирование системы. 

Для решения задачи (2)-(4) составим явную конечно-разностную схему. Для этого заменим 
дифференциальные операторы их сеточными аналогами. Получим: 

�
ui

k+1−ui
k

τ
= 𝐷𝐷 ui+1

k −2ui
k +ui−1

k

h2 + 𝑎𝑎ui
k�1 − 𝑞𝑞vi

k��1− ui
k − vi

k�,
vi

k+1−vi
k

τ
= 𝐷𝐷 vi+1

k −2vi
k +vi−1

k

h2 + 𝑎𝑎vi
k�1 − 𝑞𝑞ui

k��1 − ui
k − vi

k�.
�         (6) 

Граничные условия примут вид: 
u1

k+1−u−1
k+1

h
= 0;

v1
k+1−v−1

k+1

h
= 0.

               (7) 

Определим начальные условия следующим образом: 

ui
0 = �

0,9(−5(xi − 1)2 + 1), ui
0 > 0,

0, ui
0 ≤ 0;

�

vi
0 = �

0,9�−5xi
2 + 1�, vi

0 > 0,
0, vi

0 ≤ 0.
�

           (8) 

Их графики представлены на рисунке 1. Они задают начальное положение популяций 
вирусов в пространстве. 
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Рисунок 1. Графики начальных условий для u и v. 

 
Для решения задачи (6)-(8) была реализована программа в среде Matlab, рассчитывающая 

значения сеточных функций на временном промежутке 0 ≤ t ≤ 600. 
Рассмотрим три различных случая: 
1. 𝑞𝑞 < 2, 
2. 𝑞𝑞 ≈ 2, 
3. 𝑞𝑞 > 2. 

3.1. Случай, когда 𝑞𝑞 < 2 
Для случая 1, когда 𝑞𝑞 = 1.5, на рисунке 2 представлена динамика функции 𝑢𝑢(𝑑𝑑, 𝑑𝑑). Динамика 
для функции 𝑣𝑣(𝑑𝑑, 𝑑𝑑) представлена на рисунке 3. На рисунке 4 представлено решение в 
конечный момент времени 𝑑𝑑 = 600.  

3.2. Случай, когда 𝑞𝑞 ≈ 2 
Для случая 2, когда 𝑞𝑞 = 2.05, на рисунке 5 представлена динамика функции 𝑢𝑢(𝑑𝑑, 𝑑𝑑). Динамика 
для функции 𝑣𝑣(𝑑𝑑, 𝑑𝑑) представлена на рисунке 6. На рисунке 7 представлено решение в 
конечный момент времени 𝑑𝑑 = 600. 

 
Рисунок 2. Динамика функции 𝑢𝑢(𝑑𝑑, 𝑑𝑑)для случая 1. 
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Рисунок 3. Динамика функции 𝑣𝑣(𝑑𝑑, 𝑑𝑑)для случая 1. 

 
Рисунок 4. Решение в конечный момент времени 𝑑𝑑 = 600для случая 1. 

 
Рисунок 5. Динамика функции 𝑢𝑢(𝑑𝑑, 𝑑𝑑) для случая 2. 
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Рисунок 6. Динамика функции 𝑣𝑣(𝑑𝑑, 𝑑𝑑) для случая 2. 

 
Рисунок 7. Решение в конечный момент времени 𝑑𝑑 = 600  для случая 2. 

 
Рисунок 8. Динамика функции 𝑢𝑢(𝑑𝑑, 𝑑𝑑) для случая 3. 
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Рисунок 9. Динамика функции 𝑣𝑣(𝑑𝑑, 𝑑𝑑) для случая 3. 

 
Рисунок 10. Решение в конечный момент времени  𝑑𝑑 = 600 для случая 3. 

3.3. Случай, когда 𝑞𝑞 > 2 
Для случая 3, когда 𝑞𝑞 = 2.5, на рисунке 8 представлена динамика функции 𝑢𝑢(𝑑𝑑, 𝑑𝑑). Динамика 
для функции 𝑣𝑣(𝑑𝑑, 𝑑𝑑)  представлена на рисунке 9. На рисунке 10 представлено решение в 
конечный момент времени 𝑑𝑑 = 600. 

4. Заключение 
Таким образом, показано, что при q1 = q2 < 2 многообразие состояний равновесия системы 
стабилизируется, а при переходе через значение коэффициента взаимодействия q1 = q2 = 2 в 
системе происходит потеря устойчивости. 
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The investigation of stability in a model of the spread of 
viruses 

Ju.G. Ermoshkina1 

1Samara National Research University, Moskovskoe Shosse 34А, Samara, Russia, 443086 

Abstract. In this paper we investigate the stability of the manifold of steady states in the model 
of the spread of viruses. The model is a system of semilinear parabolic equations with a 
manifold of equilibrium states. The conditions of stability and stabilizability of this manifold 
are obtained in this paper. 

Keywords: stability, parabolic equation, equilibrium states, the model of the spread of viruses. 
 

 
 


