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1. ВВЕДЕНИЕ 

Пучки с пространственным спектром в виде 
заданных параметрических кривых имеют большое 
значение в области оптического захвата и 
манипулирования микро- и наночастиц [1]. 

Простым решением для формирования 
произвольных кривых является композиция нескольких 
элементов в одном оптическом элементе с 
фокусировкой в некоторые примитивные 
распределения. Этот подход был использован для 
формирования кривых в фокальной плоскости с 
помощью спиральных пучков [2]. Впоследствии 
аналогичный формализм был применен к трехмерным 
кривым на основе суперпозиции гауссовых пучков [3, 
4]. Также известны способы формирования спиральных 
распределений интенсивности на основе каустик [5]. 
Пространственный спектр бездифракционных пучков 
определяется на узком кольце и оператор 
распространения таких пучков может быть сведен к 
одномерному интегралу [6, 7]. 

В данной работе исследуется влияние различных 
параметров на формирование и распространение 
контурных пучков заданной формы с использованием 
интеграла Уиттекера [6, 7], а также преобразования 
Френеля на основе быстрого преобразования Фурье. 

2. ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ 

Интеграл Уиттекера определяется формулой [6, 7]:  
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где 𝑅(𝑡) – параметрическая функция, описывающая 
форму кривой [6] 
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где ℎ(𝑡) и g(𝑡)  – это функции, заданные 
параметрически. 

Суперформула приведена в работе [8]: 
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На рис. 1 представлены кривые, заданные 

параметрически, построенные по формуле (2). 

 
Рис. 1. Графики параметрических кривых а) эллипса; б) параболы; 

в) циклоида 

Примеры построения эволют приведены на рис. 2. 

 
Рис. 2. Рисование эволюты для кривой, заданной параметрически в 

виде а) эллипса; б) параболы; в) циклоида 

3. ФОРМИРОВАНИЕ И РАСПРОСТРАЕНИЕ ПУЧКОВ 

Для расчета поля, имеющего заданный 
пространственный спектр, использовалось 
выражение (1). При отсутствии градиента 
интенсивности и фазы (w(t) = 1) амплитуда поля, 
вычисленной по формуле (1) и с использованием БПФ 
близки (см. таблицу I). Однако для функции 
w(t) = sin(4t) (см. рис. 3) полученные результаты 
заметно отличаются. 

Таблица I. СРАВНИТЕЛЬНЫЙ РАСЧЕТ ПО ИНТЕГРАЛУ УИТТЕКЕРА И С 

ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ БПФ 

Отрисованные 

параметрические 

кривые 

Поле, 

вычисленное по 

формуле (1) 

БПФ, 

вычисленное для 

соответствующих 

параметрических 

кривых 

   

 

 
Рис. 3. Исследование сходимости на примере а) параметрических 

кривых; б) картинок, вычисленных по формуле (1) при 

w(t)=sin(4t); в) БПФ от параметрических функций 

Заметим, что фигуры в фокальной плоскости линзы 
на рис. 4 имеют нулевой градиент интенсивности при 
w(t) = 1. 

а) б) в) 

а) б) в) 

а) б) в) 
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Рис. 4. Графики амплитуд поля E(x,y) и Фурье 

В таблице II показаны примеры контурных кривых 
при различных w(t), которые определяют распределение 
интенсивности вдоль кривой. 

Таблица II. ИССЛЕДОВАНИЕ ИНТЕНСИВНОСТИ ПУЧКА ПРИ 

РАЗЛИЧНЫХ W 

Условное 

обозна-

чение 

w(t) = 1 w(t) = t w(t) = sin(4t) 

Окруж-

ность 

   

Капля 

   

Результаты моделирования распространения 
контурных пучков в свободном пространстве, 
полученные с использованием преобразования Френеля, 
приведены в таблицах III и IV. Видно, что на больших 
расстояниях (z = 5000 мм) формируются распределения, 
соответствующие заданным кривым. 

Таблица III. РАСПРОСТРАНЕНИЕ ПУЧКА ПРИ РАЗЛИЧНЫХ Z 

(БАБОЧКА) 

Значение пара-

метра, отвечающего 

за вид 

распределения 

w(t) = 1 w(t) = sin(4t) 

z = 100 мм 

  

z = 5000 мм 

  

Таблица IV. РАСПРОСТРАНЕНИЕ ПУЧКА ПРИ РАЗЛИЧНЫХ Z 

(ГЛАЗ) 

Значение пара-

метра, отвечающего 

за вид 

распределения 

Амплитуда после 

Френеля при 

w(t) = 1 

Амплитуда после 

Френеля при 

w(t) = sin(4t) 

z = 100 мм 

  

 

ПРОДОЛЖЕНИЕ ТАБЛИЦЫ IV 

z = 800 мм 

  

z = 5000 мм 

  

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Проведено исследование влияние различных 
параметров на формирование и распространение 
контурных пучков заданной формы. Показано заметное 
различие результатов, полученных с использованием 
интеграла Уиттекера и БПФ при неравномерном 
распределении интенсивности на кривой. Это отличие 
связано с особенностями численного расчета. В 
частности, для БПФ требуется пересчёт двумерных 
массивов, в то время как расчет интеграла Уиттекера – 
предусматривает использование одномерного массива, 
что обеспечивает соизмеримое время расчета при 
значительно большем числе отсчётов. Благодаря данной 
особенности интеграл Уиттекера выигрывает у БПФ в 
скорости и в точности вычислений. Моделирование 
распространения пучков в свободном пространстве с 
помощью преобразования Френеля подтвердило 
формирование распределений, соответствующих 
заданным кривым на больших расстояниях. 
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