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Аннотация. В статье рассматриваются автономные сингулярно возмущенные 
динамические модели с точки зрения дифференциальной геометрии. В работе 
показано, какую геометрическую интерпретацию можно дать фазовому потоку 
динамических систем, как стабильность решений модели коррелирует с 
геометрическими особенностями фазового потока и какой геометрический смысл 
имеют некоторые объекты, широко используемые при анализе интегральных 
многообразий автономных динамических моделей с сингулярными возмущениями.

Ïðèêëàäíûå çàäà÷è â ðàçëè÷íûõ îòðàñëÿõ íàóêè è òåõíèêè îïèñûâàþòñÿ àâòîíîìíûìè
äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè ñ ñèíãóëÿðíûìè âîçìóùåíèÿìè âèäàẋ = f(x, y, ε),

ẏ =
1

ε
g(x, y, ε),

ãäå x ∈ Rm, y ∈ Rn �ìåäëåííàÿ è áûñòðàÿ ïåðåìåííûå ñîîòâåòñòâåííî, ïîëîæèòåëüíûé
ïàðàìåòð 0 < ε � 1 îáóñëàâëèâàåò ìàëîå âîçìóùåíèå ìîäåëè, à òî÷êîé îáîçíà÷àåòñÿ
äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè t.

Çäåñü è äàëåå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâà Rn è Rm èìåþò åâêëèäîâó
ìåòðèêó, à ôóíêöèè f è g ÿâëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûìè è äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè â
íåêîòîðûõ îáëàñòÿõ ïðîñòðàíñòâà Rm+n × [0, ε].

Ïåðåïèøåì èñõîäíóþ ñèñòåìó â âèäå

Ṗ = V (P ), (1)

ãäå P âåêòîð-ñòîëáåö   íåèçâåñòíûõ   {x, y}, à V  âåêòîð-ñòîëáåö   ïðàâûõ   ÷àñòåé ñèñòåìû.

2. Описание метода
Рассмотрим данную автономную модель с точки зрения  кинематики.
Возьмем произвольную точку P0 фазового пространства. Пусть L - траектория системы,
проходящая через эту точку, а P(t) - соответствующая ей параметризация:

L =
{
P (t)

∣∣ t ∈ R
}
,

∃ t0 ∈ R : P (t0) = P0.
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Òîãäà ñèñòåìà (1) îïðåäåëÿåò âåêòîð ìãíîâåííîé ñêîðîñòè V äëÿ êàæäîé òî÷êè ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà P ∈ Rm+n. Ýòîò âåêòîð ìîæíî ñ÷èòàòü îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûì òî÷êîé P ;
êðîìå òîãî, îí ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì âåêòîðîì ê L â òî÷êå P .

Ðàññìîòðèì âåêòîð A(P ), îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì

A(P ) =
∂V

∂t
.

Ýòîò âåêòîð îïðåäåëÿåò ìãíîâåííîå óñêîðåíèå äâèæóùåéñÿ òî÷êè P (t) è ÿâëÿåòñÿ
ñóììîé äâóõ ñîñòàâëÿþùèõ� âåêòîðîâ òàíãåíöèàëüíîãî è íîðìàëüíîãî óñêîðåíèÿ,
íàïðàâëåííûõ ïî êàñàòåëüíîé è íîðìàëè ê òðàåêòîðèè ñîîòâåòñòâåííî. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî
âåêòîð íîðìàëüíîãî óñêîðåíèÿ îïðåäåëÿåò èçìåíåíèå íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ, â òî âðåìÿ
êàê âåêòîð òàíãåíöèàëüíîãî óñêîðåíèÿ� èçìåíåíèå ìîäóëÿ ñêîðîñòè.

Â íàøåì ñëó÷àå áóäåò óäîáíî âû÷èñëÿòü ïðîåêöèè òàíãåíöèàëüíîãî è íîðìàëüíîãî
óñêîðåíèÿ, îïèðàÿñü íà âåêòîðû ìãíîâåííîé ñêîðîñòè è ìãíîâåííîãî óñêîðåíèÿ ïî
ôîðìóëàì:

Aτ =
(V,A)

||V ||
, (2)

An =
||V ∧A||
||V ||

, (3)

ãäå ñèìâîëîì ¾∧¿ îáîçíà÷åíî âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå, à íîðìà ïîðîæäåíà âíóòðåííèì
ïðîèçâåäåíèåì ïðîñòðàíñòâà Rm+n.

Èçìåíåíèå ñêîðîñòè äâèæåíèÿ òî÷êè ôàêòè÷åñêè îïðåäåëÿåòñÿ óãëîì ìåæäó âåêòîðàìè
ìãíîâåííîé ñêîðîñòè è ìãíîâåííîãî óñêîðåíèÿ, òî åñòü çàâèñèò èñêëþ÷èòåëüíî îò çíàêà
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (V,A). Â ñëó÷àå (V,A) > 0 ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êà óâåëè÷èâàåò
ñêîðîñòü ñâîåãî äâèæåíèÿ, à â ñëó÷àå (V,A) < 0 � óìåíüøàåò. Èíûìè ñëîâàìè, ôàçû
áûñòðîãî è ìåäëåííîãî äâèæåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî ðàçëè÷àòü, îïèðàÿñü íà çíàê
ïðîåêöèè òàíãåíöèàëüíîãî óñêîðåíèÿ Aτ , êîòîðàÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (2).

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî ñèòóàöèþ, êîãäà ïðîåêöèÿ íîðìàëüíîãî óñêîðåíèÿ An áëèçêà ê
íóëþ. Â ýòîì ñëó÷àå óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ìãíîâåííîãî óñêîðåíèÿ è ìãíîâåííîé ñêîðîñòè
î÷åíü ìàë, ÷òî õàðàêòåðíî äëÿ ïðÿìîëèíåéíûõ ó÷àñòêîâ äâèæåíèÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî êðèâèçíà òðàåêòîðèè ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà [1, 2] ÷åðåç âåêòîðà
ìãíîâåííîé ñêîðîñòè è ìãíîâåííîãî óñêîðåíèÿ ïî ôîðìóëå

k1 =
||V ∧A||
||V ||3

,

òî åñòü îíà ëèøü íà ïîëîæèòåëüíûé ìíîæèòåëü îòëè÷àåòñÿ îò ïðîåêöèè âåêòîðà
íîðìàëüíîãî óñêîðåíèÿ (3).

Èíûìè ñëîâàìè, â òî÷êàõ âûðîæäåíèÿ êðèâèçíû òðàåêòîðèè ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðû
ìãíîâåííîé ñêîðîñòè V è ìãíîâåííîãî óñêîðåíèÿ A êîëëèíåàðíû.

Ðàññìîòðèì âåêòîð ìãíîâåííîãî ðûâêà J(P ), îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì

J(P ) =
∂A

∂t
=

∂2V

∂t2
.

Òîãäà êðó÷åíèå òðàåêòîðèè â êàæäîé åå òî÷êå ìîæåò áûòü íàéäåíî ïî ôîðìóëå [1, 2]:

k2 =
(V ∧A ∧ J)

||V ∧A||2
.
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Â êîíòåêñòå êèíåìàòèêè, òî÷êè âûðîæäåíèÿ ðûâêà ÿâëÿþòñÿ êðèòè÷åñêèìè â òîì
ñìûñëå, ÷òî â íèõ âîçìîæíî ðåçêîå èçìåíåíèå ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè A(P ). Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ïåðåõîä ìåæäó ôàçàìè áûñòðîãî è ìåäëåííîãî äâèæåíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ èìåííî â òåõ
òî÷êàõ, ãäå J(P ) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî óòâåðæäàòü [2], ÷òî ñìåíà ôàçû äâèæåíèÿ âîçìîæíà òîëüêî â
òî÷êàõ âûðîæäåíèÿ êðó÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ òðàåêòîðèé.

Ìíîãèì îáúåêòàì, èñïîëüçóåìûì ïðè ðàáîòå ñ èíòåãðàëüíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè íàðÿäó ñ
èõ êëàññè÷åñêèìè îïðåäåëåíèÿìè [3, 4], ìîæíî äàòü ðàâíîñèëüíûå îïðåäåëåíèÿ [2] ñ òî÷êè
çðåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè.

Ïðèâåäåì íèæå íåñêîëüêî òàêèõ îïðåäåëåíèé äëÿ ñëó÷àÿ òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.
Îïðåäåëåíèå 1. Èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ ïðèòÿãèâàþùèì, åñëè â

êàæäîé åãî òî÷êå êðó÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåé òðàåêòîðèè îòðèöàòåëüíî.
Îïðåäåëåíèå 2. Èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ îòòàëêèâàþùèì, åñëè â

êàæäîé åãî òî÷êå êðó÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåé òðàåêòîðèè ïîëîæèòåëüíî.
Îïèðàÿñü íà ýòè äâà îïðåäåëåíèÿ, ìîæíî ãîâîðèòü î êðèâîé ñðûâà êàê îá èíâàðèàíòíîì

ìíîãîîáðàçèè ðàçìåðíîñòè îäèí, èìåþùåì èíòåðïðåòàöèþ â òåðìèíàõ äèôôåðåíöèàëüíîé
ãåîìåòðèè.

Îïðåäåëåíèå 3. Êðèâîé ñðûâà íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê ìåäëåííîé ïîâåðõíîñòè, â
êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèå òðàåêòîðèè óïëîùàþòñÿ.

Â ñëó÷àå áîëåå âûñîêèõ ðàçìåðíîñòåé ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà àíàëîãè÷íûå îïðåäåëåíèÿ
ìîæíî ââåñòè, îñíîâûâàÿñü íà ïîíÿòèè êðèâèçíû âûñøèõ ïîðÿäêîâ ñ ó÷åòîì ìèíèìàëüíî
âîçìîæíîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîå ìîæíî âëîæèòü òðàåêòîðèþ.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ãëàäêîå îòîáðàæåíèå ϕ : Rm+n → R âèäà

ϕ(P ) =

∣∣∣∣∣Ṗ ∧ P̈ ∧ · · · ∧
(m+n)

P

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣V ∧ V̇ ∧ V̈ ∧ · · · ∧
(m+n−1)

V

∣∣∣∣∣ ,
ãäå ñèìâîëîì ¾∧¿ îáîçíà÷åíî âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå.

Êàê áûëî äîêàçàíî â ðàáîòå [1, ñòð.185], ìíîæåñòâî òî÷åê, îïðåäåëÿåìîå âûðàæåíèåì

ϕ(P ) = 0,

ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ìíîãîîáðàçèåì ðàçìåðíîñòè m + n − 1, ëåæàùèì â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè ìåäëåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû.

Îïðåäåëåíèå 4. Êðèâèçíîé ïîòîêà àâòîíîìíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû â íåêîòîðîé

òî÷êå ñîîòâåòñòâóþùåãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà Rm+n íàçûâàåòñÿ ñòàðøàÿ êðèâèçíà 
ïîðÿäêà m + n − 1 òðàåêòîðèè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòó òî÷êó.

Â ðàáîòå [5] Æ.Ã. Äàðáó ïîêàçàë, ÷òî ìíîãîîáðàçèå, îïðåäåëÿåìîå âûðîæäåíèåì ñòàðøåé
êðèâèçíû, ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé ïîâåðõíîñòüþ èñõîäíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. À â ñèëó
òîãî, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ Ëè âûðîæäàåòñÿ LP (ϕ) = 0, î÷åâèäåí òîò ôàêò, ÷òî ϕ ÿâëÿåòñÿ 
ïåðâûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû.
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Phase flows geometry of autonomous dynamical models with 
singular perturbations

М.О. Balabaev1, V.A. Sobolev1
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Abstract. In the framework of this paper we consider autonomous singularly perturbed 
dynamical models from the differential geometry point of view. We show the geometric 
interpretation of dynamical system phase flow; the correlation of stability solutions with the 
geometric picularities of the phase flow; geometrical meaning of various objects that are widely 
used in the analysis of integral manifolds of autonomous dynamical models with singular 
perturbations.
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