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Аннотация. Областью интереса данной работы является проблема извлечения из 

эмпирических данных решетки формальных понятий, которая может служить основой 

формальной онтологии исследуемой предметной области. Исходному эмпирическому 

материалу, т.е. данным многомерных наблюдений и экспериментов, как правило, 

свойственна неполнота и противоречивость, обусловленная реалиями накопления 

эмпирической информации. Это приводит к тому, что нужный для построения решетки 

формальный контекст – соответствие «объекты-свойства» - предварительно может быть 

представлен лишь в рамках какой-либо многозначной логики. Его требуется 

аппроксимировать в бинарной логике, поскольку эффективные методы вывода 

формальных понятий разработаны лишь для однозначных (бинарных) формальных 

контекстов. Точное решение этой задачи, учитывающее ограничения существования 

свойств у объектов исследуемой предметной области, во-первых, затруднительно, а, во-

вторых, в некотором смысле неадекватно ожиданиям субъекта, исследующего 

предметную область. Предлагается использовать для дефаззификации исходного 

формального контекста эвристику, суть которой состоит в локализации задачи 

аппроксимации исходного «мягкого» контекста на уровне каждой группы зависимых 

свойств каждого объекта обучающей выборки. Полная модель ограничений 

существования свойств, формируется как множество иерархий групп зависимых 

свойств, что предопределяет рекурсивный и многопроходный характер разработанного 

алгоритма дефаззификации. 

1. Введение 

Стандартно протоколы наблюдений и экспериментов оформляются как таблицы «объекты-

свойства» (ТОС) [1, 2]. Чаще всего ТОС содержит результаты измерения значений некоторого 

множества свойств у набора объектов, оказавшихся в поле зрения исследователя. Подобные 

ТОС именуются многозначными формальными контекстами (ФК) задач анализа данных [3]. 

Вместе с тем, весьма популярным методом «раскопки» данных «объекты-свойства» стал анализ 

формальных понятий (АФП) [3-7], который имеет дело лишь с бинарными (однозначными) ФК: 

 (G
*
, M, I), (1) 

где G
*
 = {gi}i = 1,…, r, r = G

*
  1 - множество наблюдавшихся объектов: G

*
  G, где G – всё 

гипотетически мыслимое множество объектов исследуемой предметной области (ПрО); 
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M = {mj}j = 1,…, s, s = M  1 - набор измеряемых у объектов свойств; I  G
*
M – бинарное 

отношение, описываемое матрицей инцидентности «объекты-свойства», каждый элемент 

которой суть оценка истинности базового семантического суждения о ПрО (БСС) bij = «объекту 

gi  G
*
 присуще свойство mj  M», т.е. I = (||bij||)i=1,…, r; j=1,…, s, ||bij||  {Истина, Ложь}. 

Основной целью АФП является извлечение из табличных данных кластеров, называемых 
формальными понятиями. Частично упорядоченная совокупность всех формальных понятий 
называется решеткой понятий, которая может рассматриваться как «скелет» формальной 
онтологии исследуемой ПрО [8-10]. 
Однозначный ФК может быть получен некоторой, определяемой целями исследования ПрО 

грануляцией информации стандартного многозначного ФК с помощью так называемых 

концептуальных шкал [11, 12]. Этот инструмент генерации гранулярности аналогичен 

лингвистическим переменным, введенным Заде [13]. Нечеткое концептуальное 

шкалирование [14] приводит к ФК вида (1) с нечетким отношением I. Несколько иной подход к 

концептуальному шкалированию, формирующему нечеткое отношение I, исследовался в [15]. 

В работах [16-18] генезис «мягкого» (в частности, нечеткого) ФК рассмотрен с более общих 

позиций и в целом связан с неполнотой и противоречивостью первичной информации об 

исследуемой ПрО. При этом установлено, что нечеткая логика для описания «мягкого» 

соответствия «объекты-свойства» менее адекватна, чем более изощренные многозначные 

логики. В [17, 18] для формирования оценок истинности БСС предложено использовать 

векторную логику [19], конкретно - логику V
TF

, которая может рассматриваться как простейшее 

обобщение нечеткой логики Заде. 

Конструктивное использование «мягкого» ФК основано на его -аппроксимации, т.е. замене в 

(1) нечеткого (или нестрогого в случае использования векторных логик) отношения I его 

-сечением I
 ()

 [12, 14-18]. К сожалению, в общем случае однозначное соответствие I
 ()

 в 

задаче анализа формальных понятий оказывается некорректным, поскольку процедура 

стандартного -сечения не учитывает экзистенциональные зависимости между измеряемыми 

свойствами: несовместимость и обусловленность свойств у объектов исследуемой ПрО 

[18, 20, 21]. Исчерпывающая модель системы измеряемых свойств с ограничениями их 

существования (СИС) обоснована в [22]. Данное сообщение посвящено разработке алгоритма 

рациональной -аппроксимации нестрого ФК, учитывающего выявленную сложную 

организацию СИС в задачах АФП. 

2. Оценка истинности суждений о свойствах объекта 

В логике V
TF

 истинность БСС bij оцениваться вектором Истина, Ложь (рисунок 1): 

||bij|| = b
+

ij, b


ij; b
+

ij, b


ij  [0, 1]; (b
+

ij + b


ij  1) = Ложь. 

Каждый объект обучающей выборки gi  G
*
, i = 1,…, r, характеризуется в нестрогом ФК 

множеством векторов истинности {||bij||}j = 1,…, s (рисунок 2). V
TF

-порог доверия  =  +
,  

 

определяет в пространстве существования векторов истинности две области, попадание вектора 

||bij|| в одну из которых интерпретируется как ложность, а в другую как истинность 

соответствующего БСС (рисунок 3). С другой стороны, в указанном пространстве для каждого 

вектора ||bij|| определены две области, попадание порога доверия  в одну из которых означает 

ложность, а в другую - истинность БСС bij (рисунок 4). 

3. Паттерны групп сопряженных свойств 

Согласно [22] СИС – это множество иерархий групп сопряженных свойств (ГСС), которое 

формируется как продукт гипотезирования субъекта о структуре понятийного описания 

исследуемой ПрО. Каждая иерархия ГСС образуется путем замещения в супергруппе одного 

или нескольких измеряемых свойств субгруппой таких свойств; высшую супергруппу в 

иерархии вложенности ГСС составляет протосвойство. 

Существуют три базовых паттерна субгрупп, замещающих в супергруппе одно свойство: 

 группа из двух измеряемых свойств, в которой одно свойство обусловливает другое; 

 группа из n > 1 несовместимых измеряемых свойств; 
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 группа из n > 1 взаимно обусловленных свойств. 

Характер сопряженности свойств в таких ГСС можно наглядно отразить в пространстве 

существования векторов истинности, связывая его точки надлежащими дугами (рисунок 5). 

 

 

   

Рисунок 1. Представление вектора истинности 

||bij|| = b
+

ij, b


ij и истинностных констант 

V
TF

-логики «Истина», «Ложь», 

«Неопределенность», «Противоречие», 

«Недоопределенность» (И, Л, Н, П, О). 

 Рисунок 2. Множество векторов истинности 

{||bij||}j = 1,…, s, характеризующих в нестрогом 

формальном контексте объект обучающей 

выборки gi. 

 
  

 

Рисунок 3. Определение множества уровня  (или -сечения;  =  +
,  

) нестрогого 

множества через отношение логического порядка для векторов истинности в V
TF

-логике: 

||bxy|| > , если b
+

xy   +
, b


xy   

. 

 
  

 

Рисунок 4. Области выбора порога доверия к исходным данным  = +
,  

, определяющие 

приближенную оценку истинности в шкале {Истина, Ложь} БСС, векторная оценка 

истинности которого равна b
+

ij, b


ij. 

 

Аналогично может быть представлены два сложных паттерна субгрупп, замещающих по 

фиксированным правилам несколько свойств в супергруппе (только в супергруппах, где все 

свойства взаимно обусловлены): 

 группа свойств с несколькими обусловленностями (рисунок 6а); 

 группа свойств с несколькими несовместимостями и обусловленностями (рисунок 6б). 
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Рисунок 5. Примеры совмещенных диаграмм сопряженности свойств и оценок истинности 

БСС, соответствующих этим свойствам, для базовых паттернов групп сопряженных свойств: 

а) группа, где одно свойство обусловливает другое; б) группа несовместимых свойств; 

в) группа взаимно обусловленных свойств. 

 
  

Рисунок 6. Примеры совмещенных диаграмм сопряженности свойств и оценок истинности 

БСС, соответствующих этим свойствам, для сложных паттернов групп сопряженных свойств: 

а) группа свойств с несколькими обусловленностями; б) группа свойств с несколькими 

несовместимостями и обусловленностями. 

 

4. Рациональное альфа-сечение нестрогого формального контекста 
Итак, с целью применения эффективных методов АФП для извлечения формальных понятий из 
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(или, напротив, необходимой ложности этого БСС) должно быть совмещено с выполнением 

всех актуальных ОСС. И далее найти область (не исключено, что она окажется пуста) 

существования порогов доверия , доставляющих такому предикату значение Истина. 

Разумеется, в общем случае построить такой предикат и выявить указанную область весьма 

непросто; пример построения такого предиката для случая, когда ОСС вызваны 

несовместимостью некоторой части измеряемых свойств, можно найти в [23]. Однако, даже 

допуская возможность такого решения, связать субъекта, исследующего ПрО, необходимостью 

выбирать порог только из ограниченной области весьма непрактично. Например, при таком 

подходе для субъекта могут не оправдываться интуитивные ожидания от смягчения или 

ужесточения порога доверия к данным, представляющим ПрО [23]. 

4.2. Эвристический подход 

Взамен описанному поиску предлагается следующая эвристика: 

 субъект свободен в выборе порога (выбор -порога произволен); 

 определяемый порогом и, в общем случае, недопустимый состав свойств каждого 

объекта искомого однозначного ФК (этому соответствует выделение на рисунке 2 части 

оценок ||bij|| по правилу, иллюстрированному рисунком 3) следует последовательно 

сокращать за счет поочередного отсечения свойств, нарушающих ОСС; 

 механизм отсечения состоит в локальном ужесточении порога доверия в пределах 

каждой ГСС в СИС, когда основным критерием выбора измеряемого свойства для 

отсечения служит минимальное ужесточение (например, в прямоугольной метрике) 

выбранного субъектом порога доверия. 

Предлагаемый эвристический метод получения корректной однозначной аппроксимации 

нестрогого ФК результативен. 

Действительно, метод реализуется для каждого объекта обучающей выборки сепарабельно, и 

на некотором шаге возникнет одно из следующих условий: 

 либо множество свойств объекта начинает удовлетворять ОСС (заметим, что пустое 

множество свойств таким ограничениям удовлетворяет, однако тогда объект с таким 

«набором» свойств приходится квалифицировать как неопознанный); 

 либо будет констатировано, что в исходных «мягких» оценках истинности БСС имеется 

неустранимое противоречие: относительно объекта имеются БСС, истинные в 

классической двузначной логике, но нарушающие ОСС. 

4.3. Алгоритм дефаззификации нестрогого формального контекста 

Сложность алгоритмизации предложенной эристики обусловливается иерархической 

структурной организацией СИС (см. секцию 3). Следующие утверждения определяют 

конструкцию алгоритма дефаззификации нестрогого ФК. 

Утверждение 1. Для отсечения отдельных свойств, нарушающих ОСС, каждая ГСС должна 

иметь порог отсечения всех составляющих ее свойств, или «ложь-порог»  =  +
,  

. Согласно 

рисунку 4 ложь-порог ГСС с точностью до бесконечно малой равен оценке истинности БСС 

для входящего в данную группу свойства, если эта оценка занимает крайнее «юго-восточное» 

положение в единичном квадрате векторных оценок истинности. В общем случае это 

положение занимают несколько оценок истинности БСС для составляющих данную группу 

свойств, которые вместе с разделяющими их точками пространства векторов истинности 

образуют множество Парето. 

Утверждение 2. Порог доверия, устанавливаемый в супергруппе вначале субъектом, а затем, 

возможно, неоднократно подвергаемый ужесточению, «касается» всех ее свойств, включая 

замещенные субгруппами. Следовательно, этот «истина-порог» должен быть применен ко всем 

субгруппам рассматриваемой супергруппы независимо от «глубины» положения в иерархии 

ГСС. 

Утверждение 3. Новый истина-порог ГСС с точностью до бесконечно малой устанавливается 

равным оценке истинности БСС, соответствующего отсекаемому свойству (см. рисунок 4). В 
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общем случае критерий минимального ужесточения приводит к формированию Парето-

множества оценок истинности БСС, соответствующих свойствам, образующим множество 

кандидатов на отсечение. 

Утверждение 4. Однозначный выбор в Парето-множествах векторов истинности обеспечивают 

два вспомогательных критерия их сравнения: мера достоверности и мера определенности 

[19], которые для вектора b
+
, b


 целесообразно вычислять по формулам Д = b

+
 - b


 и 

О = max(b
+
, b


) соответственно. 

Утверждение 5. Вид паттерна структурной организации ГСС (рисунки 5, 6) определяет прием 

поиска экстремальных точек в пространстве оценок истинности БСС, соответствующих 

свойствам, которые включены в анализируемую ГСС. 

В главном цикле алгоритма для каждого объекта обучающей выборки gi последовательно 

выполняются две рекурсивные процедуры: 

 первая вычисляет ложь-порог для каждой ГСС; 

 вторая опирается на результаты первой и реализует собственно используемую 

эвристику: для каждой ГСС отыскивается значение локального истина-порога, которое 

либо идентифицирует часть членов данной ГСС как свойства объекта gi, либо 

исключает ГСС из состава свойств объекта gi. 

5. Заключение 

Разработанный алгоритм дефаззификации исходного контекста призван учесть в задачах 

анализа формальных понятий ранее не принимавшуюся во внимание сложную организацию 

системы измеряемых свойств исследуемой предметной области. 

Алгоритм ориентирован на однозначную аппроксимацию нестрогих формальных контекстов, 

поэтому актуально создание его версии для обработки широко используемых на практике 

(несмотря на меньшую адекватность) нечетких соответствий «объекты-свойства». 

Перспективной задачей является исследование эффективности предложенного алгоритма в 

зависимости от параметров, характеризующих систему измеряемых свойств исследуемой 

предметной области и исходный «мягкий» контекст задачи анализа формальных понятий. 
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Abstract. The research field is the problem of extracting from the initial empirical material the 

formal concept lattice, which can serve as the basis of the formal ontology of the studied 

subject domain. The initial empirical material, i.e. the data of multidimensional observations 

and experiments, is characterized by incompleteness and inconsistency, conditioned by 

realities of empirical information accumulation. This leads to the fact that required for lattice 

building formal context can be previously presented only within the framework of some multi-

valued logic. It needs to be approximated in binary logic, since effective methods for 

derivation of formal concepts are developed only for unambiguous (binary) formal contexts. 

The exact solution of this problem, considering the properties existence constraints of objects 

in the studied subject domain, is difficult and in a certain sense is inadequate to expectations of 

subject exploring the subject domain. For defuzzification of the initial formal context heuristic 

was proposed, idea of which is to localize the approximation task of "soft" context within every 

group of dependent properties of each object of learning sample. The model reflecting such 

restrictions is formed as hierarchy of groups of dependent properties, which predetermines the 

recursive and multi-pass nature of the developed defuzzification algorithm. 


