
Асимптотические разложения решений в модели 
вирусной динамики с иммунным ответом

А.А. Арчибасов1

1Самарский национальный исследовательский университет им. академика С.П. 
Королева, Московское шоссе 34А, Самара, Россия, 443086

Аннотация. В работе рассматривается модель вирусной динамики с 
иммунным ответом. Данная модель описывается сингулярно возмущенной 
системой из трех интегро–дифференциальных уравнений в частных 
производных с двумя малыми параметрами. С помошью метода пограничных 
функций Васильевой–Тихонова строятся асимптотические разложения решений 
начальной краевой задачи.

1. Введение
Рассмотрим модель вирусной динамики с иммунным ответом с безразмерными переменны-
ми и параметрами [1]:

ε
du(t)

dt
= 1−


1 +

`∫

0

β(s)v(t, s)ds


u(t),

εθ
∂z(t, s)

∂t
= v(t, s) + z(t, s) (1− z(t, s)) , (1)

∂v(t, s)
∂t

=
∂2v(t, s)

∂s2
−mv(t, s) + dβ(s)u(t)v(t, s)− ξv(t, s)z(t, s)

с начальными и граничными условиями:

u(0) = u0, z(0, s) = z0(s), v(0, s) = v0(s),
∂v

∂t
(t, 0) = 0, v(t, `) = 0. (2)

В работе [2] обоснован предельный переход при ε, θ → +0 от решения полной системы к 
решению порождающей задачи. Предельный переход для медленной переменной u является 
равномерным в окрестности точки t = 0 в отличие от быстрых переменных z, v, для которых 
в окрестности этой точки возникает так называемый пограничный слой. Для построения 
приближения решения с более высокой точностью воспользуемся методом пограничных 
функций Васильевой–Тихонова.
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2. Асимптотика
В соответствии с методом пограничных функций будем искать решение задачи (1)–(2) в
виде суммы регулярного и двух типов погранслойных рядов:

u(t, ε, θ) = ū(t, ε, θ) + Π1u(τ1, ε, θ) + Π2u(τ2, ε, θ),
y(t, s, ε, θ) = ȳ(t, s, ε, θ) + Π1y(τ1, s, ε, θ) + Π2y(τ2, s, ε, θ), (3)

где ū(t, ε, θ) =
∞∑

k,l=0

ukl(t) εkθl и ȳ(t, s, ε, θ) =
∞∑

k,l=0

ykl(t, s) εkθl — регулярные части

асимптотических разложений, Πju(τj , ε, θ) =
∞∑

k,l=0

Πj
klu(τj) εkθl и Πjy(τj , s, ε, θ) =

∞∑
Πj

kly(τj , s) εkθl, j = 1, 2, — погранслойные части и τ1 = t/(εθ) и τ2 = t/ε — переменные
k,l=0

пограничного слоя. Здесь и далее y означает z и v в совокупности, т.е. y = {z, v}.
Подставляя формально ряды (3) в уравнения (1) и начальные и граничные условия (2) и 
приравнивая отдельно регулярные и погранслойные части каждого из двух типов 
(учитывая, что εθ d/dt = d/dτ1, ε d/dt = d/dτ2), получаем следующие уравнения:

ε
dū

dt
= 1−


1 +

`∫

0

βv̄ds


 ū,

dΠ1u

dτ1
=


−


1 +

`∫

0

β
(
v̄ + Π1v + Π2v

)
ds


Π1u− (

ū + Π2u
) `∫

0

βΠ1v ds


 θ,

dΠ2u

dτ2
= −


1 +

`∫

0

β
(
v̄ + Π2v

)
ds


Π2u− ū

`∫

0

βΠ2v ds,

εθ
∂z̄

∂t
= v̄ + z̄ (1− z̄) ,

∂Π1z

∂τ1
=

(
1− 2z̄ − 2Π2z −Π1z

)
Π1z, (4)

θ
∂Π2z

∂τ2
=

(
1− 2z̄ −Π2z

)
Π2z,

∂v̄

∂t
=

∂2v̄

∂s2
−mv̄ + dβūv̄ − ξv̄z̄

∂Π1v

∂τ1
=

[
−mΠ1v +

(
d β

(
ū + Π1u + Π2u

)− ξ
(
z̄ + Π1z + Π2z

)) (
Π1v + Π2v

)
+

∂2Π1v

∂s2

]
εθ,

∂Π2v

∂τ2
=

[
−mΠ2v +

(
d β

(
ū + Π2u

)− ξ
(
z̄ + Π2z

))
Π2v +

∂2Π2v

∂s2

]
θ,
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ū(0, ε, θ) + Π1u(0, ε, θ) + Π2u(0, ε, θ) = u0,

z̄(0, s, ε, θ) + Π1z(0, s, ε, θ) + Π2z(0, s, ε, θ) = z0(s),
v̄(0, s, ε, θ) + Π1v(0, s, ε, θ) + Π2v(0, s, ε, θ) = v0(s), (5)

∂v̄

∂s
(t, 0, ε, θ) = 0,

∂Π1v

∂s
(τ1, 0, ε, θ) = 0,

∂Π2v

∂s
(τ2, 0, ε, θ) = 0,

v̄(t, `, ε, θ) = 0, Π1v(τ1, `, ε, θ) = 0, Π2v(τ2, `, ε, θ) = 0.

Отметим, что в (4) правые части 2-го, 5-го и 8-го уравнений вычисляются при t = εθτ1, τ2 = 
θτ1, а 3-го, 6-го и 9-го — при t = ετ2.
Раскладывая ū(τ1εθ, ε, θ), ȳ(τ1εθ, s, ε, θ), ȳ(τ2ε, s, ε, θ), Π2u(τ1θ, ε, θ), Π2y(τ1θ, s, ε, θ) в ряд по 
степеням ε, θ (можно разложить регулярные функции в ряд Тейлора в окрестности t = 0, а 
затем заменить t на τ1εθ либо τ2ε; пограничные функции можно разложить в ряд Тейлора в 
окрестности τ2 = 0 и заменить τ2 на τ1θ) и подставляя затем полученные разложения в 
уравнения системы (4), приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях ε, θ с учетом 
начальных и граничных условий (5), в результате чего можно найти kl–ые члены 
асимптотического разложения. Заметим, что в (5) число уравнений меньше числа 
переменных. Для однозначного разрешения этой системы необходимо учитывать, что Π–
функции — это функции пограничного слоя, т.е. Πju(∞, ε, θ) = 0, Πj y(∞, s, ε, θ) = 0 ∀s ∈ [0, 
`], j = 1, 2. Обоснование асимптотического характера разложений проводится так же, как в 
[3]–[5].
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Abstract. Model of virus dynamics with immune response are considered in this paper. 
This model is described by a singularly perturbed system consisting of three integro–
differential equations with partial derivatives with two small parameters. Using the 
Vasil’eva–Tikhonov boundary function method, asymptotic expansions of the solutions of 
the initial boundary value problem are constructed.
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Asymptotic expansions of solutions in the model of
virus dynamics with immune response
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