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Аннотация. Для описания волнового фронта часто используются ортогональные 
полиномы Цернике. Коэффициенты разложения волнового фронта по полиномам 
Цернике позволяют определить среднеквадратическую ошибку отклонения от 
идеального фронта. Для визуальной оценки качества изображения используют функцию 
рассеяния точки. В данной статье выполнено моделирование распространения волнового 
фронта в свободном пространстве с помощью преобразования Френеля и показано как 
при этом изменяются весовые коэффициенты полиномов Цернике и мод Гаусса-Лагерра. 
Также исследуется возможность восстановления исходного поля по этим весовым 
коэффициентам, полученным на некотором расстоянии. 

1. Введение 
Задача измерения искажений волнового фронта часто встречается в оптике, например, в 
конструировании наземных астрономических телескопов, в системах оптической 
коммуникации, в промышленной лазерной технике, в медицине и пр. [1-9]. Практически всегда 
измерение искажений волнового фронта выполняется с целью их компенсации, в частности 
средствами адаптивной или активной оптики [10-15]. Датчик волнового фронта является одним 
из основных элементов адаптивной системы корректировки лазерного излучения. Его задача – 
измерять аберрации волнового фронта и передавать эти измерения на обрабатывающее 
устройство. Основными причинами аберраций волнового фронта являются: турбулентность 
атмосферы, неидеальность форм оптических элементов системы, погрешности при юстировке 
системы и др. Сегодня существует большое разнообразие датчиков волнового фронта, однако  
наиболее распространенные - интерференционный метод [16] и метод Шака-Хартмана [17, 18].  
Восстановить фазу можно также с использованием дифракционных оптических элементов 
(ДОЭ), выполняющих оптическое разложение светового поля по ортогональному базису [19-
22]. Общепринятым представлением волнового фронта является базис полиномов Цернике [23- 
26]. Ранее, для прямого измерения коэффициентов аберраций волнового фронта были 
апробированы ДОЭ, согласованные с набором полиномов Цернике [21, 22, 27-29], которые 
могут успешно применяться для анализа волнового фронта с небольшими аберрациями [29].  
Заметим, что полиномы Цернике не являются инвариантыми к распространению в свободном 
пространстве и прохождению через линзовые системы [30, 31], поэтому возникают попытки 
анализировать аберрации волнового фронта по другим базисам [4, 32-34]. Одним из базисов, 
инвариантных к распространению в свободном пространстве и линзовым преобразованиям, 
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является базис лазерных мод Гаусса-Лагерра [35]. Многопорядковые ДОЭ, согласованные с 
набором мод Гаусса-Лагерра, также успешно применялись для оптического анализа лазерных 
полей [36, 37].  
 В данной статье выполнено моделирование распространения волнового фронта в свободном 
пространстве с помощью преобразования Френеля и показано как при этом изменяются 
весовые коэффициенты не только полиномов Цернике, но и мод Гаусса-Лагерра. 

2. Теоретические основы 
В данной работе рассматриваются функции Цернике в следующем виде (рис. 1): 
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Рисунок 1. Вид базисных функций Цернике. 

 Аберрации волнового фронта, встречающиеся в оптических системах, обычно описываются 
в терминах функций Цернике следующим образом: 

( ) ( ), exp 2 ,W r i rϕ = π ψ ϕ   ,  (2) 
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 Для построения картин функции рассеяния точки (ФРТ) в присутствии типичных аберраций 
мы использовали простейшую оптическую систему Фурье-коррелятора. 
 Однако есть альтернативная возможность анализа аберраций исходного поля.  В данной 
статье выполнено с помощью преобразования Френеля распространение волнового фронта в 
свободном пространстве и показано как при этом изменяются весовые коэффициенты 
полиномов Цернике и мод Гаусса-Лагерра.  
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 Например, для анализа модового состава лазерного излучения используется базис Гаусса-
Лагерра, для анализа волнового фронта – полиномы Цернике, для инвариантного к повороту 
разложения – базисугловых гармоник и функций их содержащих (Гаусса-Лагерра, Цернике).  
 В отличие от полиномов Цернике, моды Гаусса-Лагерра инварианты к распространению в 
свободном пространстве и линзовым преобразованиям. Энергия мод Гаусса-Лагерра как в 
объектной, так и в спектральной плоскостях сконцентрирована в ограниченной области, хотя, 
строго говоря, эти функции инвариантны к преобразованию Фурье в бесконечных пределах. 
Свойством инвариантности к повороту обладают все радиально-симметричные световые поля.  
В данной работе моды Гаусса-Лагерра используются в следующем виде (рис. 2): 
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Рисунок 2. Моды Гаусса-Лагерра, s=0.15, Knm=1. 

 Преобразование Френеля представляет собой разложение по параболическим волнам: 
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ik ikU u v z ikz f x y x u y v dxdyz z

+∞ +∞

−∞ −∞

−  = − + −π  ∫ ∫
, (5) 

при условии, что 2 2( ) ( )x u y v z− + − << , где  2k = π
λ

, λ – длина волны, z – расстояние, на которое 

распространен волновой фронт. 
 В рамках данной работы преобразование Френеля реализовано через преобразование Фурье  
(ℑ ) следующим образом: 

( ) [ ] { }2 2 2 2, , ( , ) exp ( ) exp 2 ( ) ( , ) exp ( )2 2
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3. Численное моделирование 
Проведем численное моделирование распространения на расстояние z в свободном 
пространстве некоторого волнового фронта ( ),W r ϕ  с фазой ( ),rψ ϕ равной одному полиному 
Цернике Znm с весовым коэффициентом Cnm, который соответствует определенный аберрации.  
Затем разложим волновой фронт на различных расстояниях zi, а также разложим ФРТ по 
полиномам Цернике и модам Гаусса-Лагерра, а затем попробуем восстановить исходную фазу 
волнового фронта. 
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Таблица 1. Распространение волнового фронта в свободном пространстве. 
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Проведем разложение волнового фронта на расстоянии zi по полиномам Цернике и модам 
Гаусса-Лагерра при помощи анализатора Цернике и Гаусса-Лагерра. Для объективной оценки 
полученных коэффициентов проведем расчет среднего квадратичного отклонения (СКО) 
коэффициентов разложения после распространения волнового фронта iz

kС  и эталонных kC по 

формуле 2 2

1 1
, ( ) ,i

n n
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k k k

k k

Cs C С C c C
c = =

∆
= ∆ = − =∑ ∑ . Были получены СКО для всех аберраций, 

которые рассмотрены в таблице 1. Значения СКО представлены в таблице 2. 

Таблица 2.Среднее квадратичное отклонение коэффициентов разложения по базису Цернике 
(Z)и модам Гаусса-Лагерра (GL). 

Вид 
аберрации 

Z00 
constant 

Z11 
tilt 

Z20 
ast. 

Z22 
defocus 

Z31 
ast. 

Z33 
trefoil 

Z40 
Sec.spher. 

Z42 
Sec ast. 

Z44 
Quadrofoil 

SZ 0,078 0,165 0,065 0,114 0,125 0,077 0,029 0,105 0,077 
SGL 0,026 0,149 0,040 0,171 0,111 0,175 0,037 0,117 0,174 

Среднее значение СКО коэффициентов разложения для базиса Цернике составляет 0,093 и 
0,111 для мод Гаусса-Лагерра.  

Рассмотрим пример, в котором фаза волнового фронта задана суперпозицией трёх базисных 
функций полиномов Цернике со следующими весовыми коэффициентами C20=0,8; C31=1,6; 
C42=0,4 (рис.3). 

Значение СКО коэффициентов разложения для базиса Цернике составляет 0,110 и 0,086 для 
мод Гаусса-Лагерра. Попробуем восстановить некоторое поле по формуле 3. 
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(а) (б) 

(в) (г) (д) 
Рисунок 3.  Амплитуда и фаза: (а) – фаза волнового фронта, (б) – волновой фронт, волновой 
фронт в плоскости z1=200 (в), z2=1100 (г), (д) – Фурье плоскость (ФРТ). 

(а) 

(б) 
Рисунок 4. Коэффициенты разложения (абсолютные значения) по функциям Цернике (а), по 
модам Гаусса-Лагерра (б)  ( ),rψ ϕ ( ),W r ϕ . 

(а) (б) (в) 
Рисунок 5. Амплитуда и фаза: восстановленный волновой фронт по комплексным 
коэффициентам Цернике в плоскости z1=200 (а), z2=1100 (б), (в) – Фурье плоскость (ФРТ) . 

Из рисунка 5 видно, что Цернике анализатор провел восстановление волнового фронта в 
некоторой плоскости некорректно, ввиду того, что базисные функции Цернике неинвариантны 
к операторам распространения Френеля и Фурье. На рисунке 5 (а,б,в) показана 
малоинформативная и сильно отмасштабированная восстановленная амплитуда и фаза 
волнового фронта представленного на рисунке 3 (в,г,д). Попробуем собрать поле ( ),rξ ϕ  по 

модам Гаусса-Лагерра, как ( ) ( )
5 4

0 0
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Рисунок 6. Амплитуда и фаза: восстановленный волновой фронт по комплексным 
коэффициентам Гаусса-Лагерра в плоскости z1=200 (а), z2=1100 (б), (в) – Фурье плоскость. 

Восстановленный волновой фронт малоинформативен ввиду того, что не любая 
суперпозиция  мод Гаусса-Лагерра инаваринтна к повороту. Было предложено воспользоваться 
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абсолютными значениями коэффициентов Цернике для восстановления фазы заданного 
волнового фронта ( ),rψ ϕ  и абсолютными значениями коэффициентов мод Гаусса-Лагерра для 
восстановления волнового фронта ( ),rξ ϕ  в некоторой плоскости zi. 

(а) (б) (в) 
Рисунок 7. Амплитуда и фаза: восстановленный волновой фронт по абсолютным значениям 
коэффициентов Цернике в плоскости z1=200 (а), z2=1100 (б), (в) – Фурье плоскость (ФРТ) . 

Визуальное сходство восстановленной (рис. 7б.) и исходной (рис. 3а.) фазы вполне 
очевидно. Данный результат ожидаем, и подтверждается низким значением СКО 
коэффициентов разложения волнового фронта в плоскости z2=1100.   

(а) (б) (в) 
Рисунок 8. Амплитуда и фаза: восстановленный волновой фронт по абсолютным значениям 
коэффициентов мод Гаусса-Лагерра в плоскости z1=200 (а), z2=1100 (б), (в) – Фурье плоскость. 

Рассчитаем СКО для коэффициентов разложения волнового фронта в плоскостях z1=200, 
z2=1100, z3=inf  и поля ( ),rξ ϕ . Для этого предварительно необходимо разложить поле ( ),rξ ϕ  по 
базису полиномов Цернике (рис.9.). 

 
Рисунок 9. Коэффициенты разложения по функциям Цернике 

( ),rξ ϕ . 

В результате СКО для всех трёх случаев приблизительно равно 0,1. Это говорит о 
возможности корректного восстановления волнового фронта по модам Гаусса-Лагерра на 
любом расстоянии, как в ближней, так и в дальней зоне. 

4. Заключение 
С помощью преобразования Френеля было выполнено распространение волнового фронта в 
свободном пространстве и показано как при этом изменяются весовые коэффициенты 
разложения по базису полиномов Цернике и мод Гаусса-Лагерра. 

Были распознаны коэффициентами разложения по полиномам Цернике и модам Гаусса-
Лагерра при помощи анализатора Цернике и Гаусса-Лагерра. Оказалось, что СКО для любой из 
рассмотренных аберраций не превышает 0,174, причем максимальные значения проявляются в 
случае, когда аберраций описывается функций Цернике с одинаковым радиальным и 
меридиальным индексом. Так аберрация вида «наклон» Z11 имеет СКО коэффициентов 
разложения равные 0,165 и 0,149 соответственно, аберрация вида «дефокусировка» Z22 – 0,114 
и 0,171, «трилистник» – 0,077 и 0,175, «четырёхлистник» – 0,077 и 0,174. 

Кроме того, в рамках данной работы проведено исследование возможности восстановления 
фазовых особенностей волнового фронта с использованием ДОЭ, позволяющих выполнять 
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оптическое разложение светового поля по базису функций  Цернике и модам Гаусса-Лагерра. 
Предложено использовать абсолютные значения коэффициентов для восстановления фазы 
волнового фронта. Показано как визуальное сходство восстановленной и исходной фазы, так и 
объективная оценка СКО. 

В результате экспериментов был выявлено, что поле ( ),rξ ϕ , восстановленное по модам 
Гаусса-Лагерра, имеет  визуальное сходство с ФРТ исследуемого волнового фронта, а так же 
коэффициенты его разложения имеют сравнительно малое СКО. Более того данное поле в 
достаточной мере инвариантно как к повороту, так и к преобразованию Френеля и Фурье.  
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Analysis of wavefront propagated in free space based on 
Zernike polynomial and Gauss-Laguerre mode decomposition 

P.A. Khorin1 

1Samara National Research University, Moskovskoe Shosse 34А, Samara, Russia, 443086 

Abstract. The Zernike orthogonal polynomials are often used to describe the wavefront. The 
coefficients of the wavefront expansion in terms of Zernike polynomials allow us to determine 
the root-mean-square error of the deviation from the ideal wavefront. For visual assessment of 
image quality a spread point function is used. In this paper, we use the Fresnel transform to 
propagate the initial wavefront in free space and show how the coefficients of the Zernike 
polynomials and Gauss-Laguerre modes change. In modern ophthalmology, aberrometers are 
used to measure the wavefront distortions on the surface of elements of an optical system. In 
this paper, we investigate the possibility of reconstructing the original field on the basis of the 
wavefront obtained at a certain distance. 

Keywords: propagation in free space, wavefront analysis, Zernike polynomials, Fresnel 
transform, optical system. 


