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Рассматривается задача оптимального планирования производственных ресурсов по критерию произ-

водственного цикла для позаказных промышленных производств. На основе предположений о возраста-

нии издержек и убывании цен с ростом заказов разработана дискретная модель динамической оптими-

зации с учетом ценовых и технологических ограничений. Получено оптимальное решение задачи пла-

нирования заказов, на основе которого разработан алгоритм оптимизации производственного цикла. 

Моделирование на материалах реальных производств подшипниковой промышленности России под-

твердило работоспособность алгоритма. 
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Введение 

Промышленное производство является детерминантом экономического роста экономики 

России, определяя индустриальный тип хозяйственной системы страны, поскольку в 

2005-2014 гг. структурная доля этого показателя в валовом внутреннем продукте (ВВП) 

составляла порядка 60-65%, [1]. Динамика промышленного производства предопределяет 

тенденции ВВП и тесно коррелирует с темпами роста машиностроения, а также с трен-

дами выпуска подшипниковой промышленности как базовой отрасли индустриального 

компонента ВВП. Российская промышленность в современных условиях хозяйствования 

перешла к позаказной системе планирования [2], при которой на передний план высту-

пают проблемы обеспечения ритмичности бизнес-процесса, обобщенно характеризуемой 

длительностью производственного цикла. В частности, для ведущих предприятий под-

шипниковой промышленности – Самарского подшипникового завода (СПЗ) и Завода 

приборных подшипников (ЗПП), охватывающих 13-17% рынка отрасли в 2008-2014 гг. 

[3,4], производственные циклы в этот период достигали 210 (СПЗ) и 780 (ЗПП) дней.  

В задачах оптимального планирования бизнес-процесса в промышленности критериями 

эффективности рассматривались прибыль [5,6] или длительность цикла [7-8], а как мно-

гокритериальная эта задача ставилась только в статической форме [9-12]. Задача оптими-

зация бизнес-процесса в динамике приводит к необходимости уточнения модели на ос-

нове учета отклонений производственных запасов и выпуска от среднегодовых трендов, 

вследствие чего формируемый на ее основе оптимальный план обеспечит существенное 

повышение эффективности использования запасов. Динамическая модель оптимизации 

производственного цикла рассматривается в дискретной постановке, поскольку планиро-

вание в промышленности осуществляется поквартально. 
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1. Постановка задачи  

Рассматривается задача оптимального планирования заказов производственных ресурсов 

фирмы по критерию производственного цикла: 

 uFmin ,  (1) 

где F – длительность производственного цикла. Вектор параметров управления включает 

в себя объемы заказов ресурсов на различных стадиях производственного процесса  

 ij

i Jjiuu  ,3,2,1, . 

В качестве ресурсов исследуются такие виды (обозначены индексом «i»), как материалы 

(i=1), незавершенное производство (i=2), готовая продукция (i=3), номенклатура которых 

обозначена индексом «j», iJj 
. 

Рассмотрим период планирования τ, подпериоды которого обозначим индексом «t», и 

введем критерий эффективности (1) в динамической форме по  подпериодам: 
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где Tt – продолжительность подпериода (в днях); itu  – объемы заказов ресурсов в t-й под-

период периода τ; 
0

itu  – остатки ресурсов на начало периода; 
0

tu  – суммарные остатки ре-

сурсов на начало t-го подпериода; С, Р – себестоимость выпуска и нематериальные про-

изводственные расходы за подпериод. 

Динамика производственного процесса задана следующими рекуррентными соотноше-

ниями [12], определяющими зависимости остатков ресурсов  на начало последующего 

подпериода от динамики заготовления и выпуска в предыдущий подпериод периода τ: 
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Предположим наличие устойчивых трендов динамики объемов заказов на продукцию 

фирмы в зависимости от заказов и начальных остатков ресурсов в виде функций матери-

алоемкости производства  ttt uuP 1

0

1 ,  и материалоемкости выпуска продукции  ttt uuC 1

0

1 , , удо-

влетворяющих условиям вогнутости и ограниченного роста [13]: 
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Введем соответствующие (4) модели трендов в виде степенных функций  
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где 00 ,,,,, PCPCPC BB   – коэффициенты регрессионных моделей, ограничение  20    

наложено в связи с реальным характером эффекта расширения масштаба.  

Также предположим наличие убывающих трендов цен материалов, номенклатуру кото-

рых обозначим индексом «i» 

  0,, /

1111  jujtjj zJjuzz
, (7) 

моделируемых в виде степенных функций 

  JjuAuz jtjjtj
j  ,0,111 



, (8) 

где jjA ,
– коэффициенты регрессионных моделей, jz

- цена j-го ресурса (за  единицу мас-

сы). 

Учитываются следующие ограничения на управление: 
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где tU  – область допустимых значений tu1  в t-м подпериоде. Максимальные («max») и  

минимальные («min») значения заказов определены из условий: 
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где jlm
 – массовый норматив расхода j-го ресурса на производство единицы продукции l-

го типа; 
 minmax

lN  – диапазон колебаний спроса на продукцию l-го типа; lk - коэффициент 

выхода готового изделия l-го типа из НЗП. Ограничение по предельному уровню загото-

вительных издержек  ttt zuu min

11   обусловлено ростом цены ресурсов по тренду (7) и рас-

считывается [12] по формуле  
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где A,  – средние значения показателей. 
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Сформулируем задачу оптимизации заказов ресурсов по критерию производственного 

цикла  

)(minarg 1

*

1
1

t
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tt


.  (12) 

Отметим, что совместный анализ трендов (5), (6) показывает,  что темпы роста нематери-

альных расходов и общих издержек должны удовлетворять  соотношению 

1 CP  ,  (13) 

поскольку в противном случае ( 1 CP  ) рост нематериальных расходов должен зна-

чительно опережать рост себестоимости, что в промышленности, для которой характерна 

высокая материалоемкость, невозможно.  

2. Алгоритм оптимизации цикла 

Сформулируем решение задачи (12) в виде следующих утверждений, первое из которых 

определяет безусловный минимум цикла (2), а второе – минимум с учетом ограничения 

(9). 

Утверждение 1: минимум длительности производственного цикла (2) в t-м подпериоде 

при трендах (5), (6) с учетом (13) достигается для неотрицательного аргумента 0*
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символом tU1  обозначена область значений 
*

1tu , соответствующих минимуму цикла.  

Доказательство утверждения 1: из необходимого условия оптимальности (2)  
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Поскольку для реальных условий по порядку величин Cu 

0

, то   112 0   CC u  ; 

поэтому на знак (16) влияет только соотношение  PC  ,  во втором слагаемом. С учетом 

диапазонов изменения PC  , , определенных (5), (6), условие (16) выполняется при  
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С учетом (13) последнее условие имеет вид (15).  

Уравнение (14) имеет единственное решение, поскольку оно задает функцию   01 tuФ , 

которая монотонна при выполнении условия (15), так как при этом 
0/

1


tu

Ф
. Неотрица-

тельность решения (14) гарантировать нельзя, однако, если 0*

1 tu , то приняв 0*

1 tu , по-

лучим решение, соответствующее минимуму (12), как будет показано ниже. 

Утверждение 2: решение задачи (12) имеет вид 
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где 
*

1tu  определено по (14). 

Доказательство утверждения 2: запишем функцию Лагранжа для задачи (11) в виде 
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При выполнении (19) как строгих неравенств решением системы (18), (19) будет вектор 

множителей Лагранжа 0321   , следовательно, из (18) следуют необходимые усло-
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которые формально запишем в виде (17). Достаточное условие экстремума в задаче (12) 

выполняется, если достаточное условие (15) определяет диапазон 11 Uu opt  .  

Решение (17) определяет оптимум цикла как минимальное значение из 
*

1tu , 

)(),( min

1

min

1 tttt zuNu , поэтому, если из решения (14) получено 0*

1 tu , то выбор значения 

0*

1 tu  отвечает (17).  

Оптимум цикла (17) позволяет сформировать алгоритм динамического оптимального 

планирования заказов ресурсов по критерию производственного цикла, который сводит-

ся к следующей последовательности операций. 

1. Формирование регрессий (5), (6), (8). 

2. Задание номера подпериода t=1. 

3. Задание границ спроса в t-м подпериоде 
 minmax

ltN  и определение границ области 

допустимых управлений (10), (11). 

4. Определение безусловного оптимума путем численного решения (14). Если (14) 

не имеет неотрицательного решения, то принимается 0*

1 tu . Проверка условия 

(15) для найденного значения 
*

1tu , в случае невыполнения которого также прини-

мается 0*

1 tu . 

5. Нахождение условного оптимума (17). 

6. Расчет параметров состояния  ttt uuP 1

0

1 , ,  ttt uuC 1

0

1 ,  по функциям (5), (6) и 

остатков ресурсов на начало следующего подпериода по формулам (3). 

7. Проверка условия 1t  и переход к следующему подпериоду 1 tt , 

начиная с шага 3.    

Для реализации алгоритма необходимо, чтобы множество допустимых управлений было 

не пусто U , что обеспечено в постановках реальных задач производственного плани-

рования; требование 0*

1 tu  и выполнение условия (15) не являются обязательными.  

3. Моделирование оптимизации цикла 

Сформируем модели трендов (5), (6), (8) на основе данных о квартальной динамике пока-

зателей ОАО «СПЗ» и ОАО «ЗПП» за 2011-2014 гг. с использованием алгоритма метода 

наименьших квадратов: 
56,0

1

08,0

106,2 uuP  , 
76,0

1

27,0

106,0 uuC  , 
3,0

111 205  uz , 
2,0

122 105  uz . 

Адекватность моделей подтверждается оценками коэффициента детерминации, превы-

шающего 0,93.  

Результаты оптимизации (табл. 1) показывают сокращение длительности производствен-

ного цикла, произошедшее за счет уменьшения объемов заказов и соответствующего 
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снижения остатков ресурсов по кварталам планового года, а также суммарно за год с 286 

до 246 дней. 

Табл. 1. Результаты оптимизации производственного цикла (тыс. руб.) 

t 0

1tu
 

0

2tu
 

0

3tu
 tu1  tu2  tu3  tP  

tC  
tF , дней 

1 120 003 57 057 156 440 41 155 51 443 121 572 71 681 118 750 54 

2 109 715 58 609 159 262 38 514 48 142 113 379 66 219 122 859 56 

3 100 086 59 591 149 782 35 461 44 327 91 754 72 645 113 517 69 

4 91 221 84 809 128 019 40 309 50 386 106 485 73 257 117 383 67 

Фактическая длительность производственного цикла за 2015 г. 286 

Длительность производственного цикла для 2015 г. по динамической модели 246 

Заключение 

Разработана модель динамической оптимизации производственных циклов промышлен-

ных производств с учетом ограничений, обусловленных объемами заказов покупателей и 

ценовой политикой поставщиков материалов. Модель производственного цикла базиру-

ется на гипотезах о постоянстве трендов производственных издержек и цен от вариаций 

заказов и остатков ресурсов, подтвержденных в рамках численного эксперимента. Пони-

жение достоверности результатов моделирования вследствие увеличения числа прогно-

зируемых переменных компенсируется повышением адекватности модели особенностям 

динамики производственного процесса.  

Получено выражение оптимума цикла, на основе которого разработан алгоритм числен-

ной дискретной оптимизации динамического процесса планирования заказов ресурсов. 

Оптимальность плановых заказов в каждый момент времени планового периода обосно-

вывает оптимальность формируемой в результате программы закупок. Численное моде-

лирование, проведенное на основе информации о динамике технико-экономических по-

казателей реальных производств подшипниковой промышленности России, подтвердило 

работоспособность алгоритма. Потенциальная сфера применения разработок охватывает 

широкий спектр промышленных предприятий России, бизнес-процесс которых основан 

на позаказном способе планирования и характеризуется устойчивыми трендами выпуска 

и издержек.  
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