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Аннотация. При оптической передаче информации уплотнение каналов связи может 

осуществляться за счет суперпозиции нескольких пространственных мод с заданными 

весами, несущими информацию, в одном пучке на входе передающей системы. Эта 

задача достаточно эффективно решается средствами дифракционной оптики с 
привлечением различных методов кодирования. На выходе передающей системы  

требуется распознавание (детектирование) набора мод, содержащегося в пучке. В этом 

случае применяются достаточно сложные многопорядковые оптические элементы, 

позволяющие определить лишь модули коэффициентов. Для восстановления 

относительных фаз коэффициентов необходима последующая цифровая обработка.  

В данной работе рассмотрена задача восстановления комплексных коэффициентов 

суперпозиции мод Эрмита-Гаусса по интенсивности поля в некоторой плоскости 

перпендикулярной оси распространения на заданном расстоянии с использованием 

алгоритма  Левенберга-Марквардта.  

1. Введение 

Модой называется световое поле, демонстрирующее инвариантность при распространении в 
соответствующей среде. Среди мод свободного пространства можно назвать плоские волны и 

функции Бесселя [1-3]. Гауссовы функции (Лагерра-Гаусса и Эрмита-Гаусса) являются модами 

оптического волокна с квадратичной зависимостью показателя преломления [4]. Однако 
гауссовы моды сохраняют свою структуру и в свободном пространстве, изменяясь лишь 

масштабно. Инвариантность гауссовых пучков к прохождению через оптические линзовые 

системы востребована во многих приложениях, среди которых захват и оптическое 
манипулирование микрочастицами [5, 6], лазерное структурирование поверхностей [7-9] и 

уплотнение каналов передачи информации как в оптических волокнах, так и в свободном 

пространстве [10-12]. В первых двух приложениях важно качественное формирование 

заданного распределения интенсивности, которое может искажаться из-за погрешностей 
юстировки оптической системы, а также импульсного характера лазерного пучка [13, 14]. При 

оптической передаче информации через турбулентную атмосферу эта проблема еще актуальнее 

[15-18]. Более того, в этом случае, кроме «смешивания» нескольких мод с заданными весами, 
несущими информацию, в одном пучке на входе передающей системы, требуется 

распознавание (детектирование) набора мод, содержащегося в пучке, на выходе системы [19-

23]. Если проблема формирования заданной суперпозиции мод, причем с произвольными 

комплексными коэффициентами, достаточно легко решается средствами дифракционной 
оптики с привлечением различных методов кодирования [24-26], то для анализа многомодовых 
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пучков требуются не только более сложные (многопорядковые) оптические элементы [26-30], 
но и последующая цифровая обработка с целью восстановления относительных фаз 

коэффициентов [28-32].    

В данной работе рассмотрена задача восстановления комплексных коэффициентов 
суперпозиции мод Эрмита-Гаусса по интенсивности поля в некоторой плоскости (исходной, 

фокальной или перпендикулярной оси распространения на заданном расстоянии) в точках 

некоторой сетки, в частности, декартовой. 

2. Теоретические сведения 

Рассмотрим задачу аппроксимации поперечной интенсивности пучка 
0
( , )I x y  набором 

некоторых функций   
,

( , )
n m n m

x y


 ,  где  - определенное множество индексов. Эту задачу 

можно формализовать как минимизацию следующего функционала:  
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Для решения этой задачи лучше всего подходит алгоритм Левенберга-Марквардта [33], 

который минимизирует сумму квадратов M нелинейных функций N аргументов. Для его 
работы необходимо вычислять значения интенсивности и её якобиана в каждой точке. 

Для вычисления частных производных используем формулу: 
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Оптимизация начинается с заданной начальной точки (начальных значений 

оптимизируемых параметров). В результате оптимизации находится некоторый локальный 
минимум оптимизируемого функционала (1). Алгоритм оптимизации не гарантирует, что это 

будет глобальный минимум. Поэтому обычно приходится многократно решать задачу поиска 

минимума для разных начальных значений оптимизируемых параметров. В данной задаче хотя 

бы легко отличить локальный экстремум от глобального, т.к. СКО глобального минимума 
равно 0. Пусть найдено глобальное решение задачи. При изменении фазы всех коэффициентов 

на одинаковое число, получим новый глобальный минимум. Поэтому можно говорить о 

семействе решений (с точностью до фазы). Наличие семейства решений вместо точечного 
решения спосчобствует решению поставленной задачи. 

Рассмотрим аппроксимацию заданной интенсивности пучка 
0
( , )I x y  модами Эрмита-Гаусса 

(ЭГ) [34]: 
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где 
0

  - радиус перетяжки Гауссова пучка, Hn(x) - полином Эрмита. 

Выражение (4) описывает моды ЭГ для входной плоскости (z=0). Тогда функции ( , )
nm

x y , 

участвующие в выражении (2) в зависимости от рассматриваемой оптической системы 

описываются одной из следующих формул.  

1) При распространении в свободном пространстве на расстояние z:  
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где k=2/,  - длина волны излучения,  

2

0 2
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 - конфокальный параметр или расстояние Рэлея, на котором происходит 

уширение интенсивности пучка в 2 раза по сравнению с размером в перетяжке, 
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2) При фокусировке линзой с фокусным расстоянием f: 
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3. Моделирование распространения многомодовых пучков ЭГ 

Для расчета тестовых распределений интенсивности выполнено моделирование 
распространения многомодовых пучков ЭГ по формулам (4)-(6). 

Параметры расчета: λ=0,0006 мм,  σ=0,5 мм,  f=100 мм,  z1=100 мм,  z2=500 мм, z3=1000 мм. 

Для примера рассмотрим суперпозицию: 

    
5 ,3 1, 4 2 , 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , )x y x y x y i x y                 (7) 

В Таблице 1 приведены три одиночные моды (
5 ,3

 ,
1, 4

 ,
2 , 2

 ) и их суперпозиция (7). 

Таблица 1. Расчет тестовых распределений интенсивности пучков ЭГ. 
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Размер области визуализации 0,50,5мм для фокальной плоскости и 66мм для остальных. 
Изображения исходной плоскости рассчитываются по формуле (4), в фокальной плоскости - 

формула (6), для распространения до плоскостей z1,  z2,  z3 - формула (5). Легко заметить, что 

если моды сохраняют изображение интенсивности с точностью до масштаба, то композиция 

мод ощутимо изменяется при распространении. Для упрощения задачи будем оптимизировать 

параметры наперед заданного набора мод.  
Время расчета сильно увеличивается с ростом числа переменных. Поэтому был выбран 

поэтапный расчет:  

- на первом этапе решаем задачу для одиночных мод, сохраняя полученные композиции мод 
и их СКО;  

-на втором этапе выбираем лучшее решение по СКО среди найденных композиций, новые 

композиции мод формируются на основе выбранной добавлением одной моды, решаем задачу 
оптимизации для сформированных композиций; 

- повторяем второй этап для 3-х мод, и т.д. пока не получим удовлетворительное решение 

или не сформируется композиция, содержащая все моды заданного набора. 

Цель поэтапной оптимизации заменить длительную полную оптимизацию на ряд 
оптимизаций с небольшим набором оптимизируемых параметров. 

Следует отменить следующие особенности, которые сокращают число этапов: 

1) моды 
,n m

  и 
,m n

  всегда оптимизируются совместно, как одна "парная" мода. 

2) начальное решение коэффициентов для одиночных мод .0001+i*0.0001, т.е. псевдо-нуль; 

дело в том, что для выбранного алгоритма оптимизации в случае если все оптимизируемые 
параметры точно равны нулю, то все частные производные тоже равны нулю и невозможно 

выбрать направление оптимизации. 

3) при добавлении мод к суперпозиции (лучшей на предыдущем этапе) моды добавляются 
со значениями коэффициентов, найденных на предыдущем этапе.  

 

Таблица 2. Результаты аппроксимации тестовых распределений интенсивности. 
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В Таблице 2 приведены результаты аппроксимации. Первая строка таблицы 2 содержит 

изображения суперпозиции в разных плоскостях. Вторая строка - результаты  оптимизации 

параметров всех мод из заданного набора из "нулевой" начальной точки. А в третьей 

результаты поэтапной оптимизации. Заданный набор мод включал все моды для которых оба 

порядка не превышают 5, т.е. 36 мод. Время выдается в формате <минуты>:<секунды>.<доли 
секунды>, т.е. :19.11 это 19.11 секунд, а 4:25.60 - 4 минуты 25.6 секунд. 

Оказалось, такой подход достаточно устойчив. Дело в том, что из решения, найденного на 

предыдущем этапе, оптимизация выполняется в разных направлениях и из разных точек. 
Направления определяются набором оптимизируемых параметров, а они различны. Смещения 

начальной точки достигается за счет добавления мод с найденными на предыдущем этапе 

значениями коэффициентов. Но наибольший эффект по сокращению числа этапов достигается 

за счет выделения "парных" мод.  
Хорошо заметно, что полная оптимизация качественно уступает поэтапной оптимизации. 

При поэтапной оптимизации для данной суперпозиции трех мод требуется не менее трех 

этапов. Обычно их и хватает. Однако изредка появляются ситуации, когда лучшее решение 
первого этапа не содержит моду из композиции (случай z2). В этом случае моды 

распознаваемой композиции добавляются на последующих этапах. После чего требуется еще 

два-три этапа для уточнения коэффициентов мод. 
На графике (рис. 1) показано СКО для разных этапов для плоскостей z2 и z3. 

0. 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7.

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

номер этапа 
Рисунок 1. Графики СКО для тестовых распределений интенсивности на разных этапах (ось 

абсцисс) для z2 (синий цвет) и z3 (красный цвет). 

 
Видно, что даже в неудачном случае СКО понижается с каждым этапом и резко падает до 0 

при нахождении решения. 

Ниже (в Таблице 3) приведены результаты восстановления экспериментальных 

распределений интенсивности для одиночных мод (
1 ,0

 , 
1 ,1

 , 
2 ,4

 , 
3 ,6

  ) и одной "парной" 

моды (
0 ,5 5 ,0

   ).  

При этом выдаются нормы нормированных коэффициентов мод. Коэффициенты 
нормируются по сумме норм всех коэффициентов. Это допустимо, т.к. умножение всех 

коэффициентов на одно и то же число изменит интенсивность каждой точки, но не изменит 

изображение. В то же время нормированные коэффициенты существенно упрощают анализ 

коэффициентов.  
Учитывая, что "парные" моды рассматриваются как одна мода, все моды хорошо 

распознаются на первом этапе. Дальнейшая оптимизация компенсирует шум и недостатки 

качества исходных изображений. При этом коэффициенты распознаваемых мод искажаются, но 
изображение получаемых суперпозиций больше похоже на заданное изображение 

интенсивности. 

Графики СКО для разных этапов аппроксимации экспериментальных изображений (рис. 2) 

качественно отличается от аппроксимации для тестовых изображений. Если там при 
достижении глобального минимума СКО опускается практически до 0, то здесь график СКО 

выполаживается. Для понижения СКО требуется добавление мод более высокого порядка. 
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Таблица 3. Результаты аппроксимации экспериментальных распределений интенсивности. 
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1,0
0 .5 9 3 9 9c   

 
Rms = 0.057982 

1,1
0 .7 6 6 2 2 8c   

 
Rms = 0.094409 

2 , 4
0 .3 4 5 6 4 4c   

 
Rms = 0.371692 

3 ,6
0 .4 9 2 0 1 1c   

 
Rms = 0.122402 

0 ,5
0 .4 3 5 3 5c 

5 ,0
0 .4 3 3 1 2 5c   

4. Заключение 

В данной работе показана эффективность применения поэтапной оптимизации на основе 

алгоритмом Левенберга-Марквардта в задаче восстановления комплексных коэффициентов 
суперпозиции мод Эрмита-Гаусса по интенсивности поля в некоторой плоскости 

перпендикулярной оси распространения на заданном расстоянии. Исследование показали, что 

сходимость поэтапной оптимизации лучше, чем при оптимизации параметров всех мод. Было 
отмечено, что выделение "парных" мод сокращает число этапов и улучшает сходимость. При 
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аппроксимации экспериментальных распределений интенсивности наличие искажений в 
изображении интенсивности приводит к увеличению числа паразитных мод и искажению 

коэффициентов основных мод. 

1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9.

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

 
Рисунок 2. Графики СКО для экспериментальных распределений интенсивности на разных 

этапах для 
1 , 0

c (красный цвет), 
1 ,1

c  (черный), 
3 ,6

c  (сиреневый), 
2 , 4

c  (зеленый), 
0 ,5 5 , 0

c c (синий). 
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Abstract. In the optical transmission of information, communication channels can be 

compressed by superposition of several spatial modes (with given weights carrying 

information) in one beam at the input of the transmitting system. This problem is quite 

effectively solved by diffraction optics using various coding methods. At the output of the 

transmitting system, recognition (detection) of a set of modes contained in the beam is 

required. In this case, rather complex multi-order optical elements are used, which make it 

possible to determine only the modulus of the coefficients. Subsequent digital processing is 

required to recover the relative phases of the coefficients. In this paper, we consider the 

problem of reconstructing the complex coefficients of the superposition of Hermite-Gaussian 

modes from the field intensity in a certain plane perpendicular to the propagation axis at a 

given distance using the Levenberg-Marquardt algorithm 


