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Аннотация. Работа посвящена анализу возможностей использования Марковских цепей 

для анализа точности псевдоградиентного релейного оценивания геометрических 

деформаций изображений. Одним из путей сокращения вычислительных затрат при 

этом является дискретизации области определения исследуемых параметров. Такой 

подход позволяет априорно выбрать размерность матрицы переходных вероятностей. 

Однако такая матрица имеет достаточно сложную структуру, что не позволяет 

существенно сократить объем вычислений. Предложена матрица переходных 

вероятностей, размер которой не зависит от размерности вектора оцениваемых 

параметров. Полученные соотношения задают рекуррентный алгоритм расчета матрицы 

на итерациях оценивания. Для матрицы одношаговых переходов приведены расчетные 

выражения с использованием вероятностей сноса оценок параметров деформаций. 

1. Введение 

При оценивании параметров межкадровых геометрических деформаций изображений (МДИ) 
)1(Z  и )2(Z  в условиях априорной неопределенности широкое использование [1-4] получили 

безыдентификационные псевдоградиентные процедуры (ПГП) [5-6] вида: 
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α  - вектор оцениваемых параметров геометрических деформаций; 
t
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 - матрица усиления, 
0
α̂  - начальное приближение вектора параметров; 

t
β  - псевдоградиент 

целевой функции (ЦФ)  Q , характеризующей качество оценивания. 

Наибольшее практическое применение нашли релейные процедуры [7], когда в (1) 
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получаемая с помощью ПГП вида (1), является m -мерной последовательностью без 

последействия и представляет собой векторный Марковский процесс. При этом совместная 

плотность распределения вероятностей (ПРВ) параметров МДИ на любой итерации может быть 

выражена через ПРВ )ˆ(
0
αw  начального приближения 

0
α̂  и одношаговые условные ПРВ 

)ˆ|ˆ(
1ttt

αα  переходов Марковской последовательности из  1t -й итерации в t -ю, Tt ,1  [9]: 
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Аппарат анализа Марковских последовательностей позволяет учесть конечность области 
α̂

  

определения возможных значений оценок параметров МДИ при различных правилах поведения 

ПГП на границах области определения параметров. 

Если область 
α̂

  определения 
t
α̂  непрерывна, то последовательность (3) представляет собой 

простую Марковскую последовательность, если же 
α̂

  дискретна, то (3) является Марковской 

цепью [9]. Последнее справедливо, в частности, при релейной процедуре (2). Привлечение 

хорошо разработанного математического аппарата Марковских последовательностей [9, 10] и 

цепей [9, 11] для анализа эффективности ПГП при конечном числе итераций позволяет 

получить ряд полезных результатов. 

Рассмотрим возможность использования аппарата теории Марковских цепей для 

моделирования процесса псевдоградиентного оценивания параметров МДИ.  

2. Связь матриц переходных вероятностей с вероятностями сноса оценок 

Если в (1) матрица усиления 
t

Λ  диагональная, то матрицу условных вероятностей 
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aaPtl   ˆ|ˆ,Π  можно выразить через вероятности сноса оценок (ВСО) 

параметров МДИ [12, 13]. ВСО параметра– это вероятность улучшения оценки после 

выполнения ПГП итерации (с учетом всех возможных изменений оценок других параметров). 

Тогда при изменяющемся шаге 
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  приращения в (2) элементы  tl
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j

a  до 
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a . В дальнейшем для упрощения 

записи при рассмотрении одного параметра индекс « i » будем опускать. 
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 (4) 

При этих условиях получаем однородную цепь Маркова (3), для которой справедливо 

  tt ΠΠ  ,  (5) 

где Π  - матрица одношаговых вероятностей переходов. При t  такая цепь становится 

стационарной. 
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Однако при увеличении числа оцениваемых параметров применение классического 

математического аппарата Марковских цепей становится проблематичным из-за резкого 

увеличения размеров матрицы переходных вероятностей. 

Одним из основных параметров, определяющих вычислительные затраты, при использовании 

аппарата Маковских цепей, является число возможных значений оценок параметров МДИ. 

Априорно выбрать размер матрицы Π  позволяет дискретизации области определения 

оцениваемых параметров. Однако и при этом использование классического аппарата теории 

Марковских цепей остается целесообразным лишь при оценивании одного параметра, 

поскольку увеличение числа m  оцениваемых параметров на единицу приводит к увеличению 

вычислительных затрат как минимум в 2K  раз, где K  - число возможных дискретных 

значений оценок )1( m -го параметра. В задачах измерения параметров МДИ величина K  

достигает нескольких порядков. При этом нахождение ПРВ оценок параметров, основанное на 

использовании матрицы одношаговых переходов, становится препятствием для вероятностного 

моделирования процесса псевдоградиентного измерения параметров межкадровых 

деформаций. 

3. Адаптация аппарата Марковских цепей к решаемой задаче  

Для сокращения объема вычислений, воспользуемся тем обстоятельством, что на t -й итерации 

вне зависимости от состояния оценок остальных параметров, переходы из j -го состояния 

оценки параметра 
i

  возможны в только известное k -е состояние, где 
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сравнению с традиционным подходом сокращается с 
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KK  . Примерно 

настолько же сокращаются и вычислительные затраты. Это сокращение происходит за счет 

потери информации о вероятности принадлежности оценки α̂  вектора параметров каждой из 

подобластей пространства параметров. Сохраняются только информация о проекциях 

распределения в этом пространстве. При этом этой информации достаточно для расчета ПРВ 

оценок МДИ при конечном числе итераций. Для расчета ПРВ оценки i -го параметра на t -й 

итерации ПГП необходимо знать ПРВ оценок всех параметров на )1( t -й итерации: 
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цепь оценок, формируемых ПГП, уже нельзя считать однородной. Соответственно выражение 

(5) для этого случая не справедливо. Для расчета дискретного распределения вероятностей 
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При постоянном 
i
  выражение, определяющее элемент матрицы, существенно упрощается:  
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Соотношения (7)-(11) определяют рекуррентные алгоритмы расчета матрицы )(
~

t
i

Π  и ПРВ 

погрешностей оценок параметров для требуемой итерации оценивания, начиная с начального 

приближения. При этом размер )(
~

t
i

Π  не зависит от размерности вектора   и определяется 

только параметрами дискретизации области определения конкретного параметра 
i

 . 

Вычислительные затраты при увеличении размерности вектора параметров растут 

пропорционально 


m

i
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K
1

, что позволяет найти компромисс между точностью расчета ПРВ и 

требованиями к вычислительным ресурсам. Дальнейшее сокращение вычислительных затрат 

возможно за счет наложения ограничений на область допустимых значений оцениваемых 

параметров и введения правил учета вероятностей за границами этой области. 
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4. Заключение 

Показано, что последовательность оценок параметров МДИ, получаемая с помощью ПГП, 

является последовательностью без последействия и представляет собой векторный Марковский 

процесс. При одном оцениваемом параметре для вероятностного моделирования процесса 

псевдоградиентного оценивания целесообразно использование математического аппарата 

теории Марковских цепей. Исследование выражений, позволяющих рассчитывать переходные 

вероятности матрицы одношаговых переходов через вероятности сноса оценок параметров, 

показало, что для релейных алгоритмов при одном оцениваемом параметре матрица 

одношаговых переходов имеет пятидиагональную структуру и при постоянном шаге изменения 

оценок не зависит от номера итерации, обусловливая однородность Марковской цепи. Однако 

для вектора параметров использование классического аппарата теории Марковских цепей 

становится проблематичным из-за резкого увеличения размера матрицы переходных 

вероятностей. Априорно выбрать размер матрицы позволяет дискретизации области 

определения оцениваемых параметров, но и при таком подходе использование классического 

аппарата оказывается целесообразным лишь при оценивании одного параметра.  

С целью сокращения вычислительных затрат предложены матрицы одношаговых переходов, 

размерность которых определяется только дискретизацией области определения 

соответствующих им параметров и не зависит от их числа. Полученная матрица допускает 

только рекуррентный способ ее вычисления от начального приближения параметров до 

требуемой итерации. При этом Марковская цепь оценок теряет свойство однородности. Также 

теряется точная информация о распределении вероятностей в пространстве параметров. 

Сохраняются только проекции этого пространственного распределения. Однако этого 

достаточно для решения задачи нахождения ПРВ оценок параметров межкадровых деформаций 

при конечном числе итераций. 
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Abstract. The paper is devoted to the analysis of the possibilities of using Markov chains for 

analyzing the accuracy of stochastic gradient relay estimation of image geometric 

deformations. One of the ways to reduce computational costs is to discretize the domain of 

studied parameters. This approach allows to choose the dimension of transition probabilities 

matrix a priori. However, such a matrix has a rather complicated structure. It does not 

significantly reduce the amount of computations. A modification of the transition probabilities 

matrix is proposed, it’s dimension does not depend on the dimension of estimated parameters 

vector. In this case, the obtained relations determine a recurrent algorithm for calculating the 

matrix at the estimation iterations. For the one-step transitions matrix, the calculated 

expressions for the probabilities of image deformation parameters estimates drift are given.  


