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В.И. Коробко, В .К . Шашмин

К ТЕОРИИ НЕАВТОМОЖЛЬНЫХ СТРУЙНЫХ ТЕЧЕНИЙ

Проинтегрированы в конечном виде уравнения, определяющие первые 
неавтомодельные члены в разложении скоростей  в  рад  по обратным с т е 
пеням радиуса кривизны в задаче о развитии плоской ламинарной.струи 
на пористой криволинейной поверхности при степенном задании измене
ния скорости о тсо са  или инжекции жадности через пористую поверхность 
и в задаче  о развитии осесимметричной ламинарной струи адбль поверх
ности тел а  с осевой симметрией. Полученные решения позволяют учесть  
влияние кривизны поверхности т е л а  на распределение скоростей и д авле
ния в струях  и определить координаты точек  отрыва струй от поверхно
с т и . 

I .  Распространение затопленной струи вдоль пористой криволинейной по
верхности

Уравнения движения и неразрывности вязкой  несжимаемой жидкости в 
плоском ламинарном пограничном с л о е , развивающемся на искривленной 
пористой поверхн ости ; в  цилиндрической системе координат [ 1 ]  имеет 
вид (р й с .1 )

(7- д и  
э х *  V

ди
Э Ч

1 э р
/  Э х (1.1)

и г /  эр_ 
Я  ~ Г  3 #  ’

ди
Эх «'4^1Э

¡>1

Здесь х  к и. -продольная коор

дината и составляющая скорости 

соответственно; и V  -нормаль

ная координата и составляющая 

скорости; р -д авл ен и е ; -  

-плотность жидкости; [{(х) -  

-соответствующий радиус кривив- 

ны поверхности. Кривизна п овер - у  

хности в уравнениях ( 1 .1 )  учи

= 0 .

Р и с .1 . Схема течения струи вдоль по
ристой криволинейной поверхноститывается лишь в первом прибли- 

хении
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Граничные условия:

и = О ,

и - 0 ,  р = р ~

при у=0 ,

(1.2)

при ц

Для нормальной составляющей скорости на искривленной пористой пс 
верхнооти принята степенная зависимость от координаты х  , а  с1 - 
ширина сопла. Считаем, что свойства подводимой или отводимой через 
поверхность жидкости те же, что и в струе.

-Интегральное условие [ I ]  :

Я г  7 " ^ * (1.31

о о ч о . о о

+ c o n s t .
О у. 0 0

При выводе интегрального условия (1.3) использовано второе урав-i 
нение системы (1 .1 ) , которое при интегрировании поперек пограничном
слоя дает - Р~~Р

7
Введем функцию тока у  

( I . I )

(1.5)

Подставим (1.5) в первое уравнение системы (1.1) с учетом (1.4)'. 
Получим дифференциальное уравнение третьего порядка относительно V';

(< -± -\Э ± _  Э2 Ч> _ _ _  _ / _ /  ± \ 3 ^ _  э у
V э х з у  а /  Р 7 ^

Введем новые переменные

( 1 . 7

Уравнение (1.6) в новых переменных примет вид
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2 ¿ Е -  . т э_±_ ха
э ч  э х ц  З х  ¿,¿2 ( ^ х )

'А  а 3 у
З ч 3 +■ /  Г э у

/ П ' З Х  эч

3/4 % Э^_ З^У_ <_ р 3/4 7/4 3 2 ^  ,
'  х  2  эч  з х э ч  у  х  э х  а ч 2 \ . ^ ° -

(1 .8)

Здесь и далее вместо |  сохранено прежнее обозначение х  .
Решение уравнения (1 .8) ищем в виде ряда по обратным степеням радиу
са кривизны: 

(ь 9)

Здесь / 0 (?) -  автомодельное решение задачи б развитии струи вдоль 
плоскости [2 ]  .

Подставил выражение (1 .9 ) в уравнение <1.8) и приравняем коэффи
циенты при одинаковых степенях Р .Получим систему дифференциальных 
уравнений:

* 4 Л Л  * Л Л  Л  *■

<- /, 1 / 0 [ а (^г) - р ]  ;

(1.10)

Здесь и далее штрих обозначает дифференцирование по £ . Запишем
граничные условия (1 .2 ) с учетом (1 .5 ) и (1 .9 ) :

к ( 0 ) - / , { 0 ) Ч о ( 0 ) - Ь ' ( 0 ) - 0 ;  / ; ( * > ) ( 1 -н >

Интегральное условие (1 .3 ) для функций ¡-а 1Ч) и / ,  (у )  согласно .фор
мулам (1 .5 ) ,  (1 .7 ) и (1 .9 ) примет вид

/л Л '< /г = £’о ;
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/ р Л Л Л  < -/; [ / ,- ( ■ % )  ¿ ¡ ¡ ¿ г -

* / .  / , 7 р . - г / ; л  . ч -1 2 )

Решение первого уравнения (1.10) с соответствующими граничными 
(Т .П ) и интегральными (1.12) условиями изложено в работе [ 2 ]  . 
Это решение можно представить в параметрической форме, работа [3 ] :

/о  = ̂ г > / о ' - ^ г р - и 3) ,  < ^ - ^ £ 7 ,

п Л .  Г ¿ г  _ _ £ /> „  ^ -г  + г 2  . г Уз 1
</ ]  1 - 1 3 <=£ '■ 2-'Г Загс1у ]_

О
Второе уравнение системы (1 .10) с учетом первого преобразуется в

(1.13)

 / Л - Н . / Л - К л < 4 - / .Ч х Л А .; г _л 7 «; -г.а
Решение однородного уравнения, соответствующее (1 .1 4 ) , изложено в 
работе [ 4 ]  . Учитывая это, запишем общее решение уравнения (1 .1 4 ):

-т> 2 3) ] ^ + с 3 2 ( 1 - 2 3)  + / ^ 2 ) ^ л ь )

Здесь С, , Сг  , С3 , -  постоянные интегрирования; / / и ; -  частное 
решение уравнения (1 .1 4 ), а  переменная 2 связана с переменной I 
формулой (1 .1 3 ) . Частное решение уравнения (1 .1 4 ), удовлетворяющее 
граничным условиям (1 .1 1 ) , имеет вид

Постоянные интегрирования определяются методом, изложенным в 
работе [ 3]

г  -  -1— _ л _ 2 -В  , , Г =0С ’ ’ Н  ( ¿ / 7 2 9  ’ - , ^ в  <(£ /  12»В 3  '

где

(1.16)

(1.17)

5  = - ££12

образом, с учетом формул ( 1.15 ) , (  1 .16  ) и ( 1 .17  )Таким
решение уравнения ( 1 .14  ) представляется в форме
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Из первого уравнения системы (1 .1 0 ) имеем

/ / А  = 4/Л?л д / ; .  ( 1 . 2 0 )

Второе интегральное условие (1 .12 ) с учетом (1 .19) и (1 .2 0 ) примет

Ш  ^ } г а - с ^ 1 ]  -  ( 1 .2 1  )

Подставляя значение / о "(0) и гамма -  функций в интегральное условие, 

убеждаемся в его выполнении. При проверке были использованы таблицы 
из работы [5 ].

Согласно формулам ( 1 .5 ) ,  ( 1 .9 ) ,  (1 .1 3 ) и (1 .1 9 ) выведем уравне
ние осевой скорости:

. ( ^ . 2 2 )

Полагаем, что ряд (1 .22 ) для конечных коэффициентов будет сходящим
с я , причем возможно это при условии

Изменение осевой скорости по ширине струи представлено на 
рис. 2 . Здесь принято й - ( у х /ц  и Из рисунка вид

но, что при инжекции и при увеличении кривизны стенки профиль скоро
сти вдоль нее приобретает отрывной характер и ухе п ри <£= #2 обнаружи
вается слабый ток вблизи стенки. При инжекции жидкости ( > 0 )
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о

0,6

Ы

и ъ
Рис.2 . Изменение скорости 
по сечению плоской струи

=о’̂ =Й;о1Т=0’2
-ПО

Рис.З. Изменение давления р 
_~г сечелию струи ?

1-л=0; 2-*  =0,01 (У =0);
3-*  =0*02 ( Н о ) :  

4-оСО, 01 (У =0,01)

максимальное значение скорости отодвигается от поверхности, напря
жение трения на ней уменьшается при увеличении кривиеин и инжекции 
жидкости. Это следует ие выражения

= г* 'Ч ^ ( О )  *

Из условия г =0 найдем точку отрыва струи от поверхности:
х  > Г п / ¿ ( О ) }* '3 
^о т р -  р ( к  ]  •

Подставим в это выражение значения /¿(о) И (0) согласно формулам 
(1.13) и (1 .19 ), получим

Л ]  . (1.23)

Из выражения (1.23) следует, что координата точки отрыва зависит 
от свойств жидкости, от радиуса кривизны поверхности и скорости 
инжекции или отсоса жидкости через криволинейную стенку. 

Распределение давления поперек струи, согласно (1 .4 ) и (1 .22 ), 
определяется формулой

Р  Г Р  ~ Я ( » х ) ’'* / ( г ) / ‘ (Ч )]^  • ( 1 , 2 4 )  

Изменение давления поперек струи представлено на рис.З. Здесь принято 
р =18(р^.-р')И(^х)1‘'1р Из рисунка видно очень сильное влияние кривиз

ны стенки на изменение давления поперек струи. При инжек-
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(ии жидкости давление в струе увеличивается по сравнению с давлением 
[ри той же кривизне и отсутствии инжекции.

■2. Распространение затопленной струи вдоль поверхности тела с осевой 
^имметрией

Уравнения движения и неразрывности вязкой несжимаемой жидкости в 
осесимметричном ламинарном пограничном слое, развивающемся на поверх
ности-тела с осевой симметрией, в цилиндрической системе координат 
|влеют вид [ 6 ]

(.*- ■я-'! и ик, __ 1 э р  / а л и 1 ЭЧ \ 
З х  и  э у  * к р  э х  Я зц  )

и 1 1 эр 
а -  Р З х  ^ а и ')  э у  [ ( 1+ ] = 0. (2 .1 )

Здесь х  а у  -  координаты, параллельная и нормальная поверхно
сти (рис.4 ) ; и , V -  составляющие скорости вдоль оси х  и у, со
ответственно; а ( х )  -  радиус осесимметричного тела; соответ
ствующий радиус кривизны поверхности вдоль оси х  . Ширина струи 
считается малой по сравнению с а  ( х )  . Кривизна Й в ел и ка ,. так. что

~3'х ~  0  - Кривизна по
верхности в уравнениях (2 .1) 
учитывается в первом прибли
жении» 

Граничные условия:

и  = V = 0. при у  = 0 ,
(2 .2 ) 

и  = 0 ,  р  = при .

Интегральное условие падуча-
ем методом, аналогичным [ I ]  , 
оно имеет вад

Рис.4. Схема течения струи 
вдоль тела с осевой симметрией

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    

 



О 0  ~ о о  0 0 ~
- у п -  \ а ги го1у. ~ ( / а “ 2< ^ И У  ~ / а и г г ( / а ^  ) Ц - ] =С1 ■ 

о ° У 0  ,  .,  0

При выводе (2 .3 ) использовано выражение (1 .4 ) .
Введем функцию тока у  и новые переменные,

и - Л ^ '  <2 - 4 ’

Первое уравнение системы (2 .1 ) в новых переменных примет вид

<?г у
4 !<?? /  * х д1 э х э г

зу  з г у
Л  э х  Э>12

Ш % ЗУ э р
х  э Г з г ~

<- 4 -?  ? >* \ 7/* -^  '1% 7Л ™

3&есъ и далее вместо /  сохранено прежнее обозначение х  

Строим функцию тока Ч>(х, у )  в виде разложения по обратным степе
ням радиуса кривизны:

(2 ,6) 

Подставим выражение (2 .6 ) в уравнение (2 .5 ) и приравняем коэффициен-1 
ты при одинаковых степенях /? . получим систему дифференциальных
уравнений:
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Введем новую переменную f=  . Тогда система (2 .7 ) запишется так:

А  * у  А  Л  * 7 "  А  =0 ;

* у А А  *fo f< ^ a ( 'Y fo ' i+ ^ - f o f 0 " h -  a f o - ^ /< & + £ -[ /‘‘¿>1
(2 .8 )

Здесь и далее вместо f  сохраним прежнее обозначение ? . Гранич
ные условия д л я /г ,^ )  и / ,  (4) из (2 .2 ) с учетом (2 .4) и (2 .6 ) запи
шутся следующим образом:

f o ( 0 )  (0 )  = f o '(O ) = f l  (О ) - / о ' М  = / , ' ( - )  = о  . (2 .9 )

В интегральном условии (2 .3 ) перейдем к функции тока и новым пе
ременным (2 .4 ) ,  используя формулу (2 .6 ) .  Выписывая коэффициенты при 
одинаковых степенях R , имеем следующие интегральные условия для 
функций Д и / , :

h o f à ld ^ - a 2 Eo

/  ( Z f o f ,  f ,  + fo  f i )  d f  -  a  <■ 1-
o

. ( 2 Л 0 )

Первое уравнение системы (2 .8 ) с соответствующими граничными (2 .9) 
и интегральными (2.10) условиями совпадает с первым уравнением сисл -  
мы (1 .1 0 ), граничными ( 1 .П )  и интегральными ( I . I 2 )  условиями и име
ет решение ( I . I 3 ) .

Второе уравнение (2»8) с учетом первого запишется как

А /Л  ¿ А 7 Л /Д  А/Д т-А7 . i2.li)
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Общее решение (2.11) тлеет ввд (1 .1 5 ) . Частное решение уравнения 
(2.11) в переменной ? , удовлетворяющее граничным условиям, име
ет вид

(2.:

Постоянные интегрирования в решении уравнения (2.11) определяются 
аналогично, как в работе [ 3 ]  :

¿г ” 74* ’ г ~ а  74 В ’ В ’ 
где В и §  определены по формуле (1 .1 8 ).

Окончательно решение уравнения (2.11) запишется так:

(2.13)

? . ^ 7  Л ; ' / к  ■ — ■ I 3 )
. ^ 2 ( 1 - 7  9 /  с к  .

о ?? 7 / - 2 3/

7 В

о\ ,-г  с /  6  5  ; ^ 7 . 5  з)+ 6 а (к .В )  [  к  6 6 с -$~> ~У~> 2  )  ¿ г  (2 .14

О ( 1 - ъ 3) 2

Выражение осевой скорости согласно (2 .4 ) и (2 .6) имеет ввд

(2.15

Изменение осевой скорости по ширине струи представлено на р и с .5. 
Здесь принято и = и а г (  З х )  1 /2  . Из рисунка следует, что при увез
личении кривизны стенки профиль скорости вблизи неё приобретает от-<
рывной характер и уже при ( З х } ,/1 . обнаруживается слабый обраи
ный ток. ~~Ц

Напряжение трения на поверхности определяем по формуле

=// (эи /З у )--  р а к  , 7 / 7 ? ^ .

Из условия 7^. -  0 найдем координату точки отрыва струи от криволи
нейной поверхности

- у  Г  ' /■ "/„>  (2.16
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Подставляя в (2 .16) ( 0 )
с ° г л а с и о  (1 .13) и (2 .14), 

получим
^  = ̂ -И ? тЙ гГ<2.17) 

откуда следует, что координата точ
ки отрыва зависит от свойств жид
кости и от радиуса кривизны поверх
ности.Распределение давления попе
рек струи согласно выражениям (1 .4) 
и (2.15) имеет вид
Р „  ~Р 1 7г 12

( V  * (2.18)

Изменение давления = 0,01 и 0,02 

Рис.5. Изменение скорости й  по 
сечению осесимметричной струи I  
1 -  =0 (-10 й  ); 2 -  </ =0,1;

3 -  =0,2,
представлено на рис.З.
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