
линия ) в  сравнении с распределением по методу локальной линеариза
ции, совпадающим с [ I ]  при /V > / (штриховая линия).

При докрятическом'обтекания проводилось численное интегрирова
ние уравнения ( I I )  по г  . Для профиля F  (-*■■) = 2 я  ( f - x )  » 

т  =0,1 пря MU = 0 ,75  в  средней точке Ср ■- -  0,468 ( по 
методу T i l  Ср = -  0 .4 87 , отличие 5% ) .  Для профиля F ( x ) ~
=■0,6-60,2х  ( t - x  s )  , т~  0 ,1  при М * =0,7 отличие между реше
нием ( I I )  и результатом по методу [ i j  достигает &%.
Ьнло отмечено, что решения /  приведенные в данной работе, как и в ра
боте [ I]  , переходят в  решения линеаризированной теории тонкого про
филя при t  — 0  .  При интегрировании уравнения ( - I I )  по г  от т  =0 
до- заданной толщины значительная часть пути интегрирования лежит (при 
М Ф I )  в области применимости линеаризированной теории, что  приво
дит к умеренному расхождению в функциях сР ( х ) % вычисленных по ме
тоду [ i j  и по предложенному способу. Указанное различие возраста
ет при' AU — / как для Л/ < / , так и для М >1• Автор глубоко 

благодарен С .ц.йъльковичу.за  внимание к работе и ценные замечания.
*
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В .Г .Ш А Х О В

УРАВНЕНИЯ- ПРОСТРАНСТВЕННОГО ПОГРАНИЧНОГО СЛОЯ 
В ПРОИЗВОЛЬНОЙ СИСТЕМЕ КООРДИНАТ

В связи с созданием численных методов решения уравнений лами
нарного пространственного пограничного слоя оказалось удобным поль
зоваться криволинейными системами координат,связанными с поверхностью 
тел произвольной формы [ i j  , что  требует вывода соответствующих 
уравнений. Литература, посвященная этому вопросу, достаточно обширна.

*



| и I ко в  работе [Х ] получена система уравнений пограничного слоя 
при малой толщине яогрангш ого слоя по сравнению с радиусом крявиз- 
I "  h . ерхноста* Дальнейшее изучение свойств пространственного погра- 
mvuoro слоя показало» что  существуют области течения» например, в 
"■ г- -'.-постя передней критической линии скользящего крала [ 2 ] ,  где 
i пишипа пограничного слоя сравнима с радиусом кривизны обтекаемой 
мм ч 1/.пости» Дли °Рт огональной системы координат в  [з] приводят-' 

(ч  уравнения ламинарного пространственного слоя» учитывающие это 
обстоятельство. Рассмотрим вывод такой системы уравнений д а  яроиз- 
| пышй криволинейной системы координат, связанной с поверхностью 
тела. ‘ •"

Следуя Гх j , будем изучать движение жидкости или газа около 
гч.пп, ограниченного произвольной гладкой поверхностью S  , кото
рой задана в  прямоугольной системе коордшат ( L -  1 ,2 ,3 ) .

Выберем специальную систему координат х ’, х г  на поверхности 
/ . Тогда уравнение этой поверхности будет 

\  Y z(x \  х г)  ( z ^  1,2,3)- 
Координаты любой точки Р  в  пространстве х  с ( i  = Х ,2»3 ) 

можно представить в  виде
f ( x  \ х 3)  -  Y * ( * U V ,  +■ х 3л г( х ; , х г) ,  (1)

гдп /V -  составляющие единичного вектора, нормального к доверх- 
ности я  опущенного из точки Р  на поверхность S  ; х 2 -  коор-
ципата, отсчитываемая вдоль нормали к  поверхности тела.

Координатные линии составляют семейство нормалей и до- 
постя S  , а координатные поверхности x J- c o n s t  образуют

• пмпйство эквидистантных поверхностей относительно S  «,
Предполагаем, что  меаду координатами (/  = 1 ,2 ,3 )  ж

: ( * = 1 ,2 ,3 )  существует взаимно однозначное соответствие.
В дальнейшем латинские индексы пробегают значения (1 ,2 ,3 ) , а 

Ч"'ч.!ские -  (1 ,2  ) ;  по паре одинаковых индексов производится сум- 
мирошише (латяшзкнх -  от X до 3» греческих -  от I  до 2 ) .

Расстояние между точками в  пространстве x L Определяется по

|‘дп метрический тензор а -к есть
a. Z t L ,  , 9s
С‘* J x L dec* W

вариантные составляющие метрического тензора (2) координат- 
мой | истомы (X) записываются в  виде [ i j



U s  a« f - 2 jc34^. *- ( x 3) * s £  B.

n M % г ц \  n . n * if *  *H Z /
“* > = 7 p r a P ~  ° ’ I P '  = '■

* * * * * *  ' ts )
Коэффициенты первой и второй основных квадратичных форы поверх- 

и 8Лр определяются формулами :

< * & £ ' ,  4 , - * « ✓ * / ;
y Z  __ d Y Z . г . З п .*  / д ч -
YcC~3SCcC >

По теореме Менье нормальная кривизна зе(п) поверхности в  лю
бом направлении равна [*4]

К(П) = toes д%  > (5)
где л Л= Л 7 ^ ;  у -  длина дуги  (параметр д у ги ).

Из формул (3) и (5) следует, что,если толщина пограничного слоя 
мала по сравнению с радиусом кривизны поверхности, то в  пределах 
пограничного слоя можно пренебречь вторым я  третьим членом в  пер
вом соотношении (3 ). Тогда вместо (3) можно пользоваться прибли
женными формулами

U s  « * * ) ,  = О, $3* = ! ,  (6)
которые использовались Ю.Д. Шевелевым ( i j  при выводе уравнений 
пограничного слоя.

Контравариаятные составляющие метрического тензора равны
q U - U U  , 

f
где ^-соответствующие алгебраические дополнения U f i «  И 5
^ = de t  H f  l к И • Следовательно ,

- J2t (7)

Символы Кристоффеля, которые появляются в формулах коваряант- 
ной производной [4J , имеют вид [ij :



£ * = # <  = ь  = сс--/,2)-,

где 0-/л  -  символы Кристоффеля» которые возникают при ковариант- 
ном дифференцировании по поверхности

Уравнения неразрывности» количества движения я  энергии в  век
торной форме [5 j  после пренебрежения массовыми силами и преобра
зования уравнения энергии принимают вид

где v  -  вектор скорости; р , р  , h = с? Г , Г  -  соответственно 
давление» плотность, энтальпия и температура жидкости; t  -  вре
мя; £  -  тензор напряжений; £  -  единичный тензор; ^ -  по
то к, тепла извне» обычно за счет теплопроводности; Ср -  удельная 
теплоемкость при постоянном давлении.
Для ньютоновской к  фурьевской жидкости можно записать

где Е  -  тензор скоростей деформации; j x  , р -  вязко с ть й'коэф
фициент теплопроводности жадкооти; & =ju.cp / 1 ~ число Прандт-
л я .

По правилам тензорного анализа соотношения (10) -  (17) в  тен
зорной форме принимают вид

(9)

(Ю )

P = 2 jj. Е - ( p * - j ju d i i r  2г ) £  ; 

p j . -  d iv ( x  cfs'za’d  Т )  = d iv (^ ~ - f r ia d h J
(II)



v ' i d )  ‘ р р № } и  r n  >

|K= _p  f  -Ц  И, ^  г v . (12)

п * ( Н Ч ; >  « - f 1:.

Тензор скоростей деформаций определяется как

^ “ / ( W (13)  

Контраваряантная я  ковариантная составляющие вектора скорости оп
ределяются формулами

. .  • ^ Л 1 '  (14)
Запятая внизу означает ковариантное дифференцирование по соответ
ствующей координате х с . Система уравнений (12 ) -  (14) замы
кается уравнением состояния р = /> R T  ,

В тензорной форме размерности контраваряантных ж коваряантпнх 
составляющих векторов и тензоров в  общем случае могут Hfi совпадать 
с физическими размерностями э ти х' величин [6 ] . Используем обозна
чение d im  Г  для размерности величины F  Гб] .

По способу введения координат ^ '' можно записать, что

- a im  у  ~ d tm  L  , . (15)

где L -  характерный линейный физический размер тела*
Кроме то го , имеем

d im  х  - .  d im  ,  d im  т . 3 -  d im / . ,  (16)

где -  масатаб измерения вдоль оси х  *  ,
Обычно возможны два случая

d im  I *  -  d im L  ^  d c m l-* . -  О -

Из формул (3 ), (4 ) , (7 ) , (15) и (16) следует

,,  /   _ ( d im  i - ) 2
d im y **  dim/-a d im  Lfi

d im  y<3 = Ус'/г? ^ ‘CJ = d im  yJ3 = лГл/т? 0 ■
(17)



Так как физические составляющие вектора скорости и  L опреде
ляются по формуле [б]

U i ^ / i ~и  V '  (не суммировать)» (18)
то '  ,

(хэ)
d im  2Г3 -  d im  гг3 = dc.m }

где Cf -  характерная физическая скорость потока.
Теперь, используя обычные предположения теории пограничного 

слоя,можно все величины задачи представить в-безразмерной форме- 
(-Тёрта сверху)

v Щ 1 f a  г *  п  | | р  :*

// = /1  И , h ~ -H ^ h  , р ч ? ~  U l p , /> * / > - / ,  /£ 

х  %  1Л X *  * 3 = -4 = г  :х ,  £ r ~ 7 r i  > К  /L ffL

(2 0 )

/ Г  ' * ~ V *' ~ /ь>

( индекс ■» указывает на то , что  величины определены по условиям 
и набегающем потоке).

Из выражений (8 ), (9 ), (17) и (20) получаем для ненулевых сим- 
иолов Кристоффеля':

Щ  f j  -  Л  Ж -  4 ;

ГUp i l l s  
2  Э х 'З/з =  4



Представляя (13) в  ввде

>*•*_ /Г* /З У *
2 р (д х г

г *•<гг V +-

=Cj / ,Г., /' d v*-  ̂1 ■(dsc *

.33  _ д У 3

.? ~ * х *

и подставляя сщца формулы (2 0 ) и (2 1 ), имеем: 

P * f i_  (J «» „ и  _ 3i
L ‘ _ t  е ■ е = ~ е ’ '

<3 U  1Г /  г р  «3 /
L (V'R  е (,) ' - - j j  е (2)

( 22 )

Щ  = i& ‘ % J Ц - ' f i  4 ' Щ

( точка с занятой означает коваршятноа дяфференцдроваЕже по со-



Тогда я з  (23) с учетом равенств (20) и (22) следует

-7-*>' Л - г г *  4 с  4 *  1 ~ 3 i  .  /-/-г / —
Nv; - А  6 ~~ZI~~R (О. ■ *<» = А» & ~RV О  1

Г * 3 - Л-г £<*■/ 1 ' - « *  1 -  аСЗ \
L (Г) - /  °  I  T (U) f  f lJ /2 ' Г  (U )J ,

г „ ; '= 2/ ё * \  Г %  = 2/ Z *

r " C 3 -9 -  ■̂сСЗ Л _fort = С1) , г  г/, ; ^Z/ г  (24)

Последнее соотношение (23) в  координатной форме примет вид

<  -  - f / *  / i , v ' -  ц ;  |

,-«•» Л 2 /<?гг‘7’ г- <г *- Л. Я7ГЛ )
v r .  Г

Подставляя сада значения (20) и (21)» получим

*7-5 -  р -  У ' п г '  i r  с “ > • т “ > ’  ° -  v “ > = Л * u ‘ic  f  “ > ’ 

f m  - I t /  Ъ  -  f '  ^  - 1  ' - f r * U  : <26)

Используя формулы ковариантной производной [4 ] , уравнение не
разрывности из (12) можно записать как

Э Р  d ( p v * )  „ос. 0  d ( p i f 3)  r - <  j  г,

з х ^ * ^  f v  *  г  г > * р , г  = Р -

Ищотавляя в это уравнение соответствующие величины из (20) я (21) 
■ сокращая на общий множитель />м u / l  % получим

d t д х *  аР* ^  +"~ J ^  ^-Г3аС/ 2г = 0
или

% - + ( ; ,  * ) . j .  а . {26)

Уравнения количества движения из (12) в развернутой форме
имеют вед



Л
a v °
a t

7 ЭТТ*" _ 927
V  l r  i~ 7 r*~  ^d x  ■ &r * v * v '> - Z r ^ v av * ) ~

<f d x d X '
3 T
Э х3

/I ~ n 7 d'cCv-/>r- T' 7 b-j-f T7 +■W "

+■ G / r * * -  2 Г3;z r 3;  Т *А ;

a x -

г .

Подставим сюда соотношения (20) -  (2 5 ), первые два уравнения на 
общие множители / ж U z / 1 2, а третье -  на ' (7г^/~Г/ L
и получим

х / д У  — J --<“■' • ) З Р  д Т  (11) г  7  —ссэ <з г = Л 73
P \ 3 t  V > J ) -  /  а х *  ' +  * - >*А T ( t1) + 2.Г3/3 Т 01) *■_

7 / 8 Т  С!2) . г  *  Х * 3 . 1 Г~ Л ^  . /Г  *-я = 7 Г . JT s  - f * )  .
bY [ ~ a x 3 3f  (1Z) ' T « l ) a x *  ra r  />

+ i “ (a ~ l”*  *  f   ̂| p -  *  / V f * '  -  G / v 33)  +■ (27)



Уравнение энергии из (12) запишем в виде

n / k ! L (.-„<*3H . ^ э н ) _  эр д ( т лзгг« )  д ( т * 'г г « )  
f K a t + V j z e  + r j Z * - ) - Н + э х 3  *

* У * Ъ  - £ V $ b  ,  # г « ^

. г  *  _ з3 . д //*■ dh \ э /> i
JoC 3 ах3 <к& э х3) 'а х *  U

■ « 7 I L  
dxfi

После подстановки в  него соотношений (20) -  (25) и сокращения на 
общий множитель Аоа Ц  и  / L  и замены

гце Мвв= U ( do* -  число Наха набегающего потока; аж= V R R P - 
■ скорость звука в  набегающем потоке, получаем

faН  ^ .а з н  | // ,\ м г (  а (т (11) Vec j=  р _ссл __

(28)

I  [э (т Усе ) a ( r3iv3) - « _
' T [ a ^  "  ~~дрр + ^  r  Of) ъ  -

, 7 *  j - r a  -  f =  < = 3 i  -  Э ( Т ( ? 2) VcC )  . Г  A a=°C3 o r I+- '' lr7°c Z Vr o -ldg. T  y3 +■ > -p  + Г  (K) V j j r  '

I f * * ”  .-=?.* f s  l L ) ,  r  a f J L n * '3 h  )R 2 V  Z  (ft) a£3 d ± 3 J  R 3 £ *.\e 3S f ) '

Из уравнении (26) -  (28) при R  — ~> следует искомая система 
чифференциальных уравнений пространственного ламинарного погранично
г о  олоя в  произвольной системе координат ( черта сверху у безразмер
ных величин опущена)

^ r ^ ( p v J) - j j = 0 >



. 3p f iA R -h  i r J v * , ; )  -  -a ^ A R    iR lo rJ
r \ 3 t  ' УЛ  /  э х *  r  эх

+ t i ' r Z ,  + 2 G S * s U  i

/ Г . ;  г г - г

h- y

Второе а четвертое уравнение из (29) можно преобразовать, у  
тывая, что

№ (11) ' r fi г 3*  + ? Г * ' г 3/> ___  — f  Г г Г  п т 3*\
э х* + l j s  т  cm / l v  г м  -  j y  э х 3 (> 7  $ '*  (ю )>

<*) *  г  9  э х3 (f/> rz <") r « )

После чего система (29) принимает ввд

^ - + ( / > v J) i j= L ) ;

- В - v!vf ) ) - - f '‘, i i r ^ - » p - ( R ' •,

д а ;



Если использовать формулу (6) вместо (3 ), то система уравнений 
(30) совпадет с полученной Ю.Д. Шевелевым [ I ] .  В случае ортого
нальной системы координат уравнения (30) совпадают с приведенными 
в книге [з ]  . Подстановка выражения (18) в  (30) позволяет запа
сать систему уравнений для физических составляющих вектора скорости.
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в .и .К О Р О Б К О

ВЕЕРНАЯ СТРУЯ НА НЕПРОНИЦАЕМОЙ И ПОРИСТОЙ ПОВЕРХНОСТЯХ

Постановка и автомодельное решение задачи о развитии затоплен
ной веерной струи на пористой плоскости принадлежит М.С. Цуккеру [ I ] .
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