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РЕШЕНИЕ НЕСТАЦИОНАРНОЙ Ш10СК0Й ЗАДАЧИ СТЕФАНА

Отсутствие общего решения плоской задачи Стефана привело к раз
р а б о т к е  методов решения: упрощенных инженерных задач [ I]  -  [4 ] .

Рассмотрим задачу о динамике зон протаивания и отепления дисперс
ных материалов под плоским источником тепла, расположенным на поверх
ности лолуограниченной среды. Общая формулировка ее описывается сле
дующей системой уравнений и краевых условий:

Н к(х, , х г , т )  а "  £  э Чк (xt , x 2, r )   ̂ j/д. я и )  . (I)
д Т  i=i $ X  L

при К = I. ( х 1 , х 2 ) е Е  r  = I  /х , I  < еь , ( X , , Х г , Г )  - 0 < х г <£,,2 ( х , , X , , т ) };

при К = 2 ( х ,- х гуе92т = {/*,!<£ ,_ , (■ г,. О, г ) ,

£,г ( х , , х 2 , r ) <  х 2 < S2Z ( х , , х г , T ) j  , D iV= { l x , l< £ 2,, (х , , x 2, z ) ,

/ х 1 /> £tJ ( х , , 0 , Т )  ;  О < х г < £г 2 ( jc1 t jc2 , т  )J ■

t « ( x f , x 2 , 0 )  ( x  = / ,2 ) ;  ^

i r  ( x ; , О ,  т )  =  Г  ( x ,  ,  г  )  ,

(3)

при / х ,  j  < S i t ,  ( x p 0 , z )  и V  > 0  ;
на So>t* { x t =0> / x , l> £ , ,  ( x , , 0 , t ) ,  /x,/<£2>t(x , ,0 ,  z ) }

i  Щ , = e, I ,  'Z lt . ,1 r> g
, v £ f.t ( X ,  , 0 , z )  J 

границе Ц  = §|  ' ( * , , x , ' ; x )  = 0 }  « m w  D X  .

4  ( x , ,  x 2 , z )  - 0 , ( к -- 1,2) ;

на
(4)

(5)
f t 3fLJ x ^ x L L z ) _   ̂ ^zclcL Хг f r) _

л г p a d  -tz ( x ,  , x 2 , T ))(7 za d  f ,  ( x , , x 2 , ?J - 0 ; (6)

па внешней движущейся границе S2 Z = { f2 , x 21 z )  = О
oi пасти В2т

L  ( x , , x z , z )   ̂ e2( t  ddA , (7)
{ (x ,,x2ir ) ) r  eu2 (x,,x2ir)J
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где 2S,', ( с , , О, г  )  -  ширина полосового источника тепла; его ми
нимальная длина равна 2 £ ,  ;  £с, к ( х , , х 2, г )  и f K (zcf , х 2 , z )  , .
( к, L = !,2  ) -  достаточно гладкие функции своих аргументов;
Ч  l ( х г , х г , т ) = а  S bL ( x „ x z , z); а,- параметр теплового влияния;

  itL—  При т= 0  е1Л -  £ i>  О; Д Wg ■
Предположим, что  D к, г  -  чытерехсторонникя [ 5]  -  Жордановы 

области, рассматриваемые вместе с двумя парами замкнутых непвреез- 
кающихся д ут ( £Л/ £ -  д ут) на границе в

Пусть М - у , + 1у.г ,
где и,=. - — , ( I  = 1 ,2 ) ,  есть функция, аналитическая в 

7 £1.Ь(Х <'Х2 'Ъ  ■
областях d k, t  + S , iT  каждого фиксированного г ,  т > о  .  Положим,
что  эта функция для каждого фиксированного т , г  > О ,  конформно 
отображает области DKrZ (К = 1 ,2 ) , плоскости ( & ,г х г ) в  об
ласти % .t  = { / y , l< f ,  0 < у г < у }  и ' У  = у  f i)  плос-
кости ( - у , . у .  ) .  где у ; " = { / у '1 < /  1 < / г < а \  и V ? *  

= { l j / т /  > 1 .  I f i l  < *  , О < < а }  . При этом
<гЛ. . -  дуги  переходят в  вертикальные стороны областей %  , а. точки

/У, и Мг £ S , >T » проектирущиеся на концы отрезка £ ,]  оси
jv переходит в  точки /V, ( -  1 Д ) и а/2 ( 1 Д ) .

В результате указанных отображений'задача ( I)  -  (5) и (7) приво
дится к решению уравнений

* Bi  f o f  \ + К (у ,ф .г ) ,
Ц г 'У * ) е % . у  * (/< = 12) *  т > о  * ЯР® однородных граничных условиях 

и следующих начальных условиях

т*  *•> (*»■ 1  / 
в  предположении, ж  / ( * , ; ъ )  *  t ,  и у ( х , . т )  .  i 0 ( г - ?^  Д '[д j

ГДе 7Р К - 2 ,

] )  ; В; ,



1 | § > # г 4 - {y f§ X < 0.

Решение преобразованной задачи яаходш , применяя дважды вырожден
ные гипергешетржчеекие преобразования [б] » [?] г

“ к (гГ ' f c ' T )  = J J  Ч У  ф> г)( ], к« ( у  > п ) л  Ч У  у  с > ( *  = W ,
априори с неизвестйши ядрами '  К х ( )  . При этом полагаем » 
что  постулируемые свойства преобразований (8) равномерны относитель
но параметров» не являющихся переменными этих преобразований»

Ядро преобразований (8) определяется по уравнению

KK ( h , n } s « ( y i ) l  +
Ц 1  дУ

+ A . l K « ( y i > n ) f « ( y i . )  = 0 ,  (9)

{.к , i  = 1 (2)„ при однородных граничных условиях®
Весовые функции находим из условий

Э £ 1
j L t  = у .  , .(# ' I  = 1 2 ) .  а о )
у  dy  ° £ f j : ' £ *- £ ,‘ *• -/

Очевидно» что  эти равенства наблюдаются только в  том случае» ког
да их обе части равны одной ж той же постоянной величине® Обозначим 
эти постоянные через А  к_;  » тогда

*П у Л- Л̂ -А<>.Р
J р ф  * : (11)

Подстановками К к f y , п )  = WK ( z K )L, П )  e xp  (~zKL ) ( 2~ ^ ) >

~ “ J  f i  >

при рассматриваемом выборе весовых функций, вследствие (1 0 ), урав
нения (9) приводятся к  вырожденным гшергеометрическим уравнениям

Ъ С ш . л . п ) . ? ,  (13)

( * Л =  1,2),



где
с. с = / -

Я  х. £ 
2 А ' ,

зсп  г, 
3 v Н '

« г  : — / /—ZaK t [ e t: i ]  У ' л * л  . '
£ д_£±±
Л‘ £??

Если в  (14) пренебречь квадратами по сравнению с самими
этими величинами, в  силу их малости, то

* * - - 4 г-- Ф у -#* (1б)
Решив уравнения (13) и используя (1 2 ), находим нормированные J 

ядра преобразований (8) ^

( f i . ’ d'i А- ~ (K .i,rL  > у  * )  е * р  (~ Yk ,Г с )>  (к. с -1 ,2)',

при К = 2 : А*?'Лю £/tf° по у ,  и /---i ДИ7 У ™  п о р г ,

, ’л '  Fv  > f  а * ^ . ) exp (-У.2,п ), ( c . ; U h .  .
I- - / для 42, (2) п о  у  и  с -  2  д л я  ,7О

при условиях (14)

где , ,/>, -  вырожденные гипергеометрические функции,

А
2 а ,

при условиях (15)
7 _ ^ хД ’П
К 'П  -  2 ’

При условиях (15)

c*.n~J'ty lf* ' ( g*-i>ri' 2 ’ г *‘п)е*/> (~ г «>п ) %  =

V (б*л.п ’ 7~’ а« '‘" п )  .
6*.c,n + n

CL

C* * i  ’ f  '  гг , п ) \ е * / ’ ( - * 1 . п ) е1? £  =
/
=. r n « > /, 2L  \ m s  3  \

=. О, У Y S2.n(S2,.,rA 2 ? 2 J * S2.n( .̂L,r2'~T ’ 2 J

CL* ; =■

*= / , i  -  12 ; 
2 = 1 ;

n p tt A , С = 2 )



}x ,f i ~ j  &K.L.ft 1>  ̂ ’ &*л.? i) exp (  ;

% ! = exP  ( ~ ^ f~ ~ ) {a(2<W;"O f* Ч х  ’ z~ ’ У  ( б‘ ^ гг T '  ‘W - 

( S>,i.ft *-1 у  ■ a?-,c.n) ̂ fz, (&.’z.i.n ’T ’ *2 *~)J^(4rc ~{~’2~’ У 'Ч ',

j  ч U 4 Fz i ( Sz . i  ’ Y l Z 2 , i )  ,Fz , (6 z :i - J - ’ ~2 ' Ъг, J
4/ (4.6 '  22,i

Отсюда, заменив в  j-  -  м столбце tf-2/ через S2n  » ° теми же 
аргументами, получаем л (6 у п > j - > i z, i )  * ^  » /  = 1 ,2 ) , где
V. . (а, 6 , х )  -  п -  я  частичная сумма вырожденного гиперГе(метри
ческого ряда ,для функции tFz, (а, 6 . x )

Очевидно„ что  нетривиальные решения рассматриваемых задач Штур
ма -  Гшувшсля возможны только при значенияхj u *t ,• и Л , . ,  , удовлет- 
поряющих уравнениям

Д : ( К л - ^ ’ У ^ ) - - 0  , ( k . L - I . Z ) ;  (16)
при К=2 : с'. = I  для ф " по у., , я  Л = 2 для ^  по ^  ;

4 Л, ( 4, i ■’ У  ; -~ у -) = о , ( i =  !.2) ; (17)
t = I  для у ™  по у , и с =2 для У у '  по р 2 ,

Собственные значения указанных задач образуют сплошные спектры» 
которые зависят от положения и скорости перемещения движущейся гра
ницы S uv , а также от инерционных свойств среды. Из характеристи
ческих уравнений ( 16) -  ( 17) устанавливаем» что

, г „ л ЗСа£,и
f l  x,L -  e *.L Л  к. С 2V  ’

i f  Г  1  ( 1 8 >

(2а* Ч  -  Л * л К  7Г  -  Щ  Ч  t\ehi J, (К, i  - 1,2)  ,

где eK/i= 2 ( 1 - 8К,с)  = ек_L ( х , ,х г , г )  ■ ctK,L = 2Ул. -  dKt - ( x r , x 2, г ).

Условия (15) дают возможность отобрать и нормировать минималь
ную систему собственных функций в  непрерывном спектре рассматривае
мых областей.

При таких, условиях эти спектры становятся дискретными, а ек> с
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ж d.K i  -  действительные положительные числа -  определяются по таб
лице нулей вырожденных мшергбометрическях функций и корней уравне
ний (18) [8 ] , [9 ] .

Из ( I I )  и ( 1 8 )  при условии (15) получаем

£,1, 1 = г л и 'Г + у ,л ( ъ , ъ ) 1 - с ! \ '  ( i * U ) ,  (19)
где pbi ( х , ,х г ) произвольные дифференцируемые' функции своих арГумен 
то в . Эти функции, а следовательно, я  границу S uz определяем из 
условия (6 ).

С помощью преобразований (8) рассматриваемая задача приводится 
к  виду

+■ Ъ у и .п  fa  >&•*) = /*  ( f i'fo . .£ ); СЬ = 1,2) (20)

a , (ft/ fo , О) -  ; * ^21.)

“ г ( Г г , Г г , 0 )  * 2 'f B%ft  ' (22)

в г , .п  = Д  {А \йиП ' У  [в ьп  (у )]о

где

у ф : г ,  Ш *  ( * ) ] ' , -  К .  ( f ) ' t i m  ' ( * ) ] [ } ;  •

4 ; . п ‘ г * , { ( ф . к  ( f ) ] ‘ +  h  У  ( ? ) ] ‘ ) Р у , г Г  т - { ’ а У  

- ( Ф ^ ф ) ] ' Д , ( S ^ . f ,  \

х ( [ % ( ? ) У т Ь . г < Л ) } ‘  ■

с / г  г  г ) -  f  c <L1 f n £ ■ f - P  nP u  i = 2  ’  /,(Г„П.с)-£С„.п 9V , С-[г npui=1.
L f r  r  ^ ) _  v  / г  aL) te n  £,,е ЭСп£, »Л (Г1,Г„ г у - I ( СГ"Гг —JZ Л <^Л — J . ■

cr..r i = 6С 7i  h ,n ( ? ) l feu (1)-'[с1>п (p)J J  ;



С  - 4  J  К ,  Щ  [([e2,ft 0 1 ~ - [ с г,п Щ ) |

*F« f W  J 'J  ’ аг,СГс)-([иг,гс (?)]*- fa  (у) f ja £  ( 4U . * ' f a**)]};

Cr, .Гг = e2\’h f a n M ~  fa .n  w lf ) [ [ f a  ( f a ,  л

* ,F“  ' Т ~ 2 Г '  a’- cf a  ~ fa n  ( ? ) ] f a- ,FZ/ (S2e>r. . f , a2>e rc J j j  .

^*‘n  ^  ( 6кЛ,п ~I,JZ ’ ;

Вк.Гс (fr) = J~ F °  f * i (&*Л.П '  ~z ’ 

r  — 4-— r  / >  * J  -7 \ / F i  ( S K i , r - ~ 2 , ~ T ’ ^ к , п ) \

« i w r  *  (*“ * u * ■ J ;
n ' (n ) -  F ,  ~ 1  ’ 1к’п )__ .

У * . п  ( ? ) -  ccKiL n  ( 3 - 8 £ i . r i y

1 3  \
E * . f i  0 ^  “ t y l f k i  ~ J ’ Y ’  ’

F«.n (j/) = j~ f i  oCx'^n ~ T ’ У  iK fa~ .

~ tP k,L.r i  ~2).FK, fa .i-r*  ~~F’T ’ **‘Гь)+2гк,г6 f a  fa>z*.n) ~

~ fa ,Fa  ( s ^ r fa  Y  ’ **> & )]} >

f i . f i  ( p - J  f i  [? ( f i i f i  ~ Ъ*-П 3)>F«‘ (Gk-LJl 2 ’ 2 '  iK , f a

~ (2 h ,i,fi~ l) 'F '< i ( s* ' i . r r i > J >  z * ,n ) ]  j  

(a)n-m a (a + l)(a + Z)--(i'a *fi-t)}

U  \ j  n p * i * 2 ; £ * - \ a L i ± Z

a



Решив задачу (20) - (22) и осуществив обратные преобразования 
получим

Ti ( y > y ^ : )  = J j ^  [ !,У  / 4- ( W ,/, (23
Оо ^ ^

4  (у >  У • т )  - J -  Z  £  я  г,,Гг do f ,  (ф ,Го > Т  ' г 2 ,п )х
(Г<~' 32=' 0=1 (24)

Л A/F2, (S2.i,re - J  > Zz,r( )  Д  e X P  (~ ) >

*  С *  • C «  &  & п+в™ *

'̂"/2 // )  +■ Dr „rt ,

Ч ' П  ~ ~ [ty ’'Я ’Я  ]  ,1 ^ - л  ’

“ fc I ffrt-n  ; е«-1.Г*Лы.П *
LC-1 J t=/

где £ , . i определяются по формулам (19).
Используя решения (23) - (24),из условия (6) получаем нелиней

ные дифференциальные уравнения

^ 6  - 5 § ^ «  « Л  (85)

где  B i , t = £ £  1 Л 1 fe а  f t -Гг Ли ( йи.гс  ' f -' Z t ‘h ) exp ( -^ ,. re )  ~
Г,*1П=! L

_  Лг [а?,!гх Л' fp .C .fc  ’ J  ’ Ъг ,Ге)  * аг>'Г* t f t f ,  ( ' г̂.С.ге ’У '  2z ,ju r)J*  

л ехр (-? 2,гс )| +■ (л,t e - д*ег J ре ('ф - ф

п (е) НГ о  a (f) a (£d)-ОС Й Г1'} )  V*/*1* ■аГ>'Г, - * 1.С.ГС %Ге НГ,.Г* > ar.S2 "«W; Нг„Гг ) (0
L Ь 'Г г лр и /=г.



Из этой системы, в  силу сопряхено гармоничности функций 
 _____  для кавдого фиксированного т , (  т  > о)  } следует

£t,t fa  >**>*)

2Л /л V + Фи (х " х г)+- £-2 -А/,.г $!.г (26)
Р А ,,, т  +■ rP,t, {•%,,хг ) + С? Л ,,, В ,, 

где в  правой части В*.г заменяются по формулам (1 9 ).
Выражение (26) содержит две неизвестные функций 9,^  ,л г )»

(/. = 1 ,2 ) .  Второе соотношение для определения этих функций находим 
путем решения одного из уравнений (2 5 ), которые методом Лагранжа-Шар- 
пи [Ю ] приводится к уравнениям Пфаффа

л  . ;  ( l a U ) . (г? )
1 у 2[2Ли  т * Ф„с (Х1 ‘ Хг)<- £i J

с параметрами у  ̂ ( г )  ,

*  *
при и , -  i  + ? е ■ ■ И Сг = О 

**  . - 1 -c tyfc (z)
Интеграция ;уравненжй (27) приводится к квадратурам и дает пол

ные интегралы уравнении (2 5 ). Из этих решений определяются функции 
Фп  ( х , , х г ) » используя которые в  оилу (1 9 ), устанавливается форма я  
закон движения границы S 1X и с учетом (23) -  (24) характер распре
деления потенциалов переноса тепла в  зонах оттаивания и отепления.
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В.Я.ДЛВЫ ДО В, Г.В.ФИЛИППОВ

ОБ ОПТИМАЛЬНОМ УПРАВЛЕНИИ ДВИЖЕНИЕМ ТЕЛА 
В ВЯЗКОЙ СРЕЩЕ В ПОЛЕ ЦЕНТРАЛЬНОЙ СИЛЫ

Если на тело, перемещающееся в  вязкой среде на заданное расстоя
ние 2 к за определенное время г *  , действует центральная сила,уме! 
шающаяся пропорционально квадрату расстояния Р^ - j f -  , то , имея в 
ваду инерционные свойства перемещаемого объекта^ можно сформулироват 
следующую вариационную задачу при квадратичном законе сопротивления: 
найти управление Р0 , дающее минимум функционалу

« Ч У » * * ,
если фазовые координаты V а г  удовлетворяют уравнениям связи

RV Ро . . г  с/2
d r  ~ ~ p r ~ V  i d z r~ = ° V  ( j )

и граничным условиям
f = 6 :  v * 0 ,  z r t i  T  = : V » V K , Z =■ Z K .

На управление наложено ограничение
О* Ро <?./;

V -  скорость движения тела, а. -  константа.
Воспользуемся принципом максимума Л.С. Поятрягина [ i ]  .  Запишем 

функцию Гамильтона •

н  = -Р0 -ч > ъ а у *  K ( - p - - v z) .


