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ОБ ОДНОМ ТОЧНОМ РЕШЕНИЙ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ 
ПРОСТРАНСТВЕННОГО НЕСТАЦИОНАРНОГО ДВИЖЕНИЯ ГАЗА

Система уравнений, описывающая пространственное нестационарное из- 
энтропяческое движение идеального далитропного газа, может быть за
писана в виде '

где UL - проекции вектора скорости U  на оси декартовой системы 
координат xL ; 

t  - время;
Н - энтальпия;
У" - показатель адиабаты Пуассона.

Введем в систему ( I ) новые функции PL , я  по формулам

( I )

гт ЗС; +- Р: и Лг (с-1 ,2 ,5 ). (2)
После введения новых функций в случае 

тему, эквивалентную ( I ) :
получим новую сис-•У

= О; ( с - 1,2,5)



Выведем простые волны [ i ]  системы (3) в виде
Рс= Рс(ь) (с  =1,2.3)-

Подставляя (4) в (3 ), получим

(5)

L =К 
i t  К •

Система (5) является однородной линейной системой четырех урав
нений относительно 4 т~ , » Приравнивая нулю определитель этойdV о з* Lсистемы, получим соотношение

Р3 = [cos в '(л )^ л  ■

Таким образом, найденное решение системы ( I )  зависит от трех 
произвольных функций У (л.) » & (л ) • У (я ) * Еслй эти функции будут 
заданы, то уравнение (7) определит функцию л = л ( t, x 1tx2 ,х 3 ), 
затем по формулам (2) и (8) определяются Н  и Щ  .

Рассмотрим некоторые свойства найденного решения:
а) движение газа, описываемое формулами (2 ), (7 ), (8) ,  являет

ся потенциальным;
б) функции H,U1t U2 , C/j удовлетворяют условию

(6 )

j  ( РК Хк Рк Рк )  *- J-  * У  (я )  t  = 0 ,к=! „где у (л )  - произвольная функция.
(7)

Общее решение уравнения Монка (6) известно из (T j:

(8)

I



d(U i,Vz, v3 ,H )  , 
d (x 1, x2, X j , t )

t .o ., найденное решение не принадлежит к классу простых и крат
ных воля;

в)полуяеяное решение принадлежит к классу решений с дифференциаль
ными связями [2] , в данном случае связи являются конечными и 
определяются формулами (2 ), (4 ); данное.решение является частич
но-инвариантным [3] , оно построено на подгруппе, имеющей инва
рианты

J K = tUK -xK , Ъ - л / H t ',  (к  = 1 ,2 ,3 ),'
причем, между инвариантами имеются зависимости J A = ( j A ) ,  ко
торые совпадают с дифференциальными,связями; 

г) в некоторой области пространства эс,, х г , х 3 , где происходит 
движение газа, при t  = const существуют плоскости, вдоль которых 
энтальпия (а, значит давление и плотность) принимают постоянные 
значения [это следует из (?!], указанные плоскости 5 являются 
одними из семейств характеристических поверхностей системы ( I )  
(при у  = ■§- ).
Коротко остановимся на одном частном случае решения, когда плос

кости S параллельны и расположены перпендикулярно оси х , . Тог
да
Р1 ~-Рз = 0 ; Р,=*
формулы (2 ), (7) примут вад:

l i - f ;  H’ -gjT- ; + 4 (x ) t  = 0 >

где У (л)- произвольная функция.
Формулы (9) определяют осесимметричное движение газа, причем 

осью симметрии является охг . После введения новых обозначений
X, = X  ■ Хг = Z ; х 3 = у. -, v= -jig*, c / f ; Uj = (f  
формулы (9) перепишутся в виде
[!=. . г/= ft , и_ Лг

t  '  4 . i  ’ h  6 t* ; (1 0 )

( * ) t  = 0 • 1 a i )
Рассмотрим следующую задачу: пусть при t  = t0 > 0 задана об

разующая гибкого осесимметричного выпуклого поршня
4= П ( х )  ■ х е  [ х , , х г ]  . (12 )



На функцию П ( х )  наложим условия:
П (х ,) = Г  (х г )  = 0 , П (х ) > 0, х е  (х ,  , х 2)  ■

П " ( х )  < 0 , осе ( х , , х г )  .

Из (10), ( I I )  видно, что для определения // и ^  внутри порш
ня достаточно'При t  = t0 задать функцию

Предположим, что л ( х ) £ 0  ° Тогда зависимость (13) можно об
ратить

Для принятых условий требуется определить движение газа внутри 
гибкого поршня при t > tg и движение самого поршня при условии, 
что лроте.-ание газа через поршень не происходит, причем, влияние 
внешней среды на движение поршня не учитывается®

Ограничимся предположением, что
л , > 0 ,  л 2 > 0 ,  x f < о  ,  х г > 0 ,  Я! ( &) >0 ,

4Х, +А, < 0 , х , У —  я 1 < О ■

Уравнение ( I I )  должно определять зависимость л = я (х, t ) a Будем 
считать i 0 4 f , где t , - произвольное значение t  в На 
плоскости x o t  постоянным значениям л  соответствует семейство 
прямых, которые являются характеристиками исходной системы (1 )„

я= л (х ) , х е  [х , , х2 ]  . (13)

X  = я  (л )  , ( t = to )  ■ (14)

t
С, 6,

а,

D2

0

Р и с ®  I® Характеристики системы уравнений



При принятых предположениях крайними характеристиками будут 
Sf и аг 6г (рис.1). В'области а, 8, ёг az а, функция л 

определяется однозначно'по ое значению при t= tg . Подставляя 
значения (14) в ( I I )  получим

« w — H s w - H -  <i5 >
Из ( I I )  с учетом (15) следует

4 - * 4 - а /-4--Л (16)х = £ (л )- £ + т л
При принятых условиях л=я (х , t )  из (16) в области а, 8, 

g а а определяется однозначно, в самом деле

так как t » t 0 - я > (л)  > 0  .
На рис.1 изображены также траектории движения левого и правого 

концов гибкого поршня при принятых предположениях. Из (16) видно, 
что угловые коэффициенты касательных к траекториям точек а, я а г 
гибкого поршня будут следующие:
и = h.  . и - lqЛ/ + > Кг Хг ^  ->
а наклоны левой и правой характеристик соответственно равны

к  *° - к - tnлг ~  -» кг~
Легко проверить, что
кг > «г > К,  < К1 ■

Нетрудно убедиться, что траектория движения правого конца поршня 
будет при t  > t 0 расположена выше линии аг 8г . Поскольку траек
тория движения левого конца поршня в окрестности точки az располо
жена на плоскости xot ниже линии а, 81 , то для однозначного оп
ределения л =л (х, t )  в области и1 с1 cz dz dt (см . рис.1 ) на ле
вом конце поршня нужно задать дополнительное условие. Очевидно, 
что и траектория левого конца поршня должна быть задана. Предпола
гаем, что она не пересекает линию а, 61 ( при t  > £0 ) .  До
полнительное краевое условие можно задать в виде 
х= £ (л ) , t= £ (л )  , (17)
причем
£ (л 1)= Х 1 ; £ (л ,) = 4  ; 0<Л4ЯГ;
■£' (* ,)/£  (л г) = (x,+fi.t) f i 0 ■



Подставляя (17) в ( I I ) ,  найдем у/ в области atcr 8, а, ■ 
х (л )  ~т~-

%  =- , * Г л )
Таким образом, ( см. рис.1)

ИЛИ 1 4 X,

х,

Выведем уравнение движения поверхности гибкого поршня. На его 
поверхности должно выполняться условие обтекания
дУ , и д ? .гэ у  _ п 
дЬ эх  + V ду 0  ’
У ( Ь , х , ц )  = о ~ образущей гибкого поршня.

Общий интеграл этого уравнения с учетом ( I I )  и (18) будет равен

у= *Ь *1 .3 1 /л 3у ,{л )е (л ] ,  (19)
где у - произвольная функция.
Отсща получим уравнение образующей гибкого поршня

= . (20), 
где / ( f )  - произвольная функция.
Покажем, что при принятых условиях вщ  функции /  однозначно 

определяется по функциям Я  (л )  и П ( х ) £  см. (14), (12) J  .В самом 
деле, зависимость х  = х  ( у )  при t  = const с учетом ( I I ) ,  (15), (19) 
может быть задана параметрически
x  = x ( x , i )  ; (21)

Отсвда получаем,
Зл 3 т- — + 0 

\t--t, z0
еслй * ф о  •
Значит из (21) можно найти функцию эс - -г ( ^ )  . Подставим теперь 

-(1 2 ) в (20) i
' * a / ( f )  = П ( х )  
sum
t o f ( f )  = n { x ( f ) } .



Отсюда долучим
f ( t ) = 4 ~  п { * м }  ■

Найденная функция / ( f )  обладает следующими свойствами;

М ъ )  =  / ( 4 г ) = 0 ' ,  f ( f ) > O i  * £ ( f r , f t ) j

= * ~ ;  f ' ( T ) l  = — ,h=iz /1ч=ъ,
где f , , f  z соответствуют движению левого и правого концов 

поршня»
Значению f  = const соответствует закон движения точки да по

верхности гибкого поршня» в частности, закон движения правого кон
ца гибкого поршня можно .записать з виде:

*г

л 1

Яйеет место соотношение
?/- = -f J  aj SL'(x)cU > 0 л

которое следует из уравнений (19) „ (15) я  ( I I ) .
Таким образом, выведены все необходимые формулы, решающие постав

ленную задачу.
Приведем в заключении простейший пример» Пусть начальные данные 

будут следующие:
9  ( л )  = 4 л -  6 ; П(ос)  = у / 4 - х г ';

Н л < 2 ' ,  - 2 <х 4 2;  t0 ~1.
Краевое условие на левом конце поршня возьмем в виде
t=5~4x ; (22)



что соответствует движению левого конца поршня с постоянной 
скоростью.

Из (22) и (10) видно» что при t  = 5 на левом конце поршня 
будет вакуум, поэтому t^t-^  5 . В данном примере

J ;
Л

%=■ б ~~у  Л , Л > / .

J  X  Г 6 t  
• У 4 t- 1  ' д 6 ^ '

Здесь все вычисления доводятся до конца. Ча рис. 2 приве
дены положения гибкого поршня в различные моменты времени.

У
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К НЕЛИНЕЙНОЙ ТЕОРИИ ФИЛЬТРАЦИИ СЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ

Исследуем плоскорадиальную фильтрацию сжимаемой жидкости, истекаю
щей из скважины в пористый неизменяемый пласт мощности Н  * Линей
ный закон сопротивления Дарси справедлив здесь только до определен
ной скорости фильтрации ъ~м » называемой критической. При скорости 
фильтрации v  , выше критической, закон Дарси нарушается, при 
этом в пласте одновременно действуют два закона сопротивления - ли
нейный и нелинейный.

Фильтрация жидкости в трещиновато-пористом пласте исследована 
в [I] .

Рассмотрим случай сверхкрятической скорости фильтрации на сква
жине ( ггс > гг+ ) .  Вблизи скважины радиуса гс образуется зона с 
нелинейным законом сопротивления Смрекера [2 ]  :

Re-&9. ; R e - f i ir fk  J i 1- Q =pR3/2 \gzad p \ / i2 • (1 )
Начиная с некоторого радиуса г,  ̂ zc R , на котором достигается 

критическая скорость фильтрации, v= гг, - const и до контура питания 
гк - 7с R к имеется зона с докритической скоростью фильтрации и о 
линейным законом сопротивления Дарси \ 2 J  :
Re = 9 , ?, =7c R-%zч<гс RK =zK > (2)

где Re - число Рейнольдса;
Я - число фильтрация;


