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Введение
В настоящее время состояние острого кризиса Российской экономики можно считать 

пройденным этапом новейшей истории. Окончательно миновала угроза реставрации «ком
мунизма» (то есть государственной монополии на средства производства). Ушли в прошлое 
«челноки». Полки магазинов наполнились разнообразными товарами. Происходят изменения 
в налоговом законодательстве, стимулирующие активность предпринимателей. В общем и 
целом, улучшается бизнес-климат. Можно сказать, что наступила новая «рыночная эпоха» 
относительной экономической и политической стабильности. Большая часть населения Рос
сии уже начала забывать про гиперинфляцию, которая являлась основным препятствием для 
инвестирования достаточно крупных и растянутых во времени проектов. Постепенно ожива
ет отечественная промышленность. Как следствие, на повестку дня выходит проблема инве
стирования среднесрочных и долгосрочных проектов модернизации и строительства про
мышленных предприятий. В связи с этим возникает задача оценки экономической эффек
тивности этих проектов. Целью настоящей работы является разработка математического ап
парата для решения указанной задачи.

1. Обобщенная модель Гудвина-Калецкого
В рамках настоящей работы мы полагаем, что инвестиции осуществляются в проект 

«мидиэкономичсских» масштабов. Поэтому в качестве исходной системы уравнений исполь
зуем хорошо зарекомендовавшую себя модель Гудвина-Калецкого [1]:

^  = р  • ( i[K (t  + Э) -  K ( t)] + A(t) + X(t) -  (1 -  c )Y ( t ) \
. Vе  )  (1)

) = a • (1 -  c) ■ Y(t) -  k - K (t) +
dt

В формуле (1) использованы следующие обозначения: Y - количество продукции, 
производимой в единицу времени; К - капитал; А - «независимые расходы»; y(t) - случайная 
функция, соответствующая величине непредвиденных расходов, обусловленных «стихией 
рынка»; с - доля средств от реализации произведенной продукции, расходуемая на собствен
ные нужды; а(1 -  с) - часть собственных средств, расходуемая на инвестиции; к  - «коэффи
циент диссипации капитала» (грубо говоря, скорость амортизации основных фондов).

Кроме того, в формуле (1) присутствуют следующие величины: Bext(t) - скорость при
ращения капитала в результате привлечения внешних инвестиций; & - время задержки в 
системе «инвестиции - капитал»; ц “' - характерное время запаздывания в системе «спрос - 
предложение». Для того чтобы максимально наглядно проиллюстрировать роль времени за
паздывания й , приведем конкретный пример. Предположим, что строительство завода за
нимает 4 года. В течение этого периода капитал (основные фонды предприятия) растет, а 
выпуск продукции отсутствует. В этом случае на отрезке времени t е [0,9] приращение ка
питала будет определяться исключительно внешними инвестициями и амортизацией ста
реющего оборудования. Для времен t > $ функция Bcxt(t) представляет собой решение об 
инвестициях, направленных на модернизацию оборудования и расширение производства. 
Особо отметим, что член Bex,(t) в обобщенную модель Гудвина-Калецкого впервые введен в 
настоящей работе. Дело в том, что в предыдущем цикле работ ряда авторов рассматривался 
процесс инвестирования производства на предприятиях, входящих в состав ФПГ. В рамках 
данной работы нас, в первую очередь, интересует экономическая отдача от внешних инве
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стиций. В связи с этим фактор Bext(t)  введен в явном виде, поскольку именно он описывает 
вклад инвестиционной компании в процесс реанимации производства.

В работе [1] было получено точное решение системы уравнений (1) без учета внеш
них инвестиций и случайной функции y ( t ) . В связи с этим представляется разумным по
строение точного формального решения этой системы уравнений с учетом новых факторов.

2. Точное решение задачи
Воспользуемся результатами работ [1,2] и применим метод преобразования Лапласа 

для решения системы (1). Легко показать, что в лапласовских изображениях она имеет вид

[к + ц(1 -  c)]Y(A) -  £  [exp(кВ )  -  ljK(A,) = ц(а(А) + %(*.))+ Y(0) -  £  ехр(А.9)К0(Х),
Л (2)

а(1  -  c)Y(A) + [а  • ехр(А9) + к]К (Х) = к  ■ ехр(А,9)К0(А) + К (9 )  + В ех, (X), 

где величина

К  0 (А.) = Jd t-e x p (-X t)K 0(t) (3)
о

описывает инвестиционную историю системы ( K ( t ) - K 0(t) при t e | 0 , 9 ] ) ,  а лапласовское

изображение U(A) (U  = (Y ,К , А ,%,В ext) определяется выражением
00

0 ( a )  = Jdt exp(-X.t)U(t) .

Система уравнений (2) имеет очевидное решение

[y(X ) = к,(Я.) + к 2 (к )  • ( а (к )  + %(к))+  к 3(к ) ■ К 0(к ) + к 4(к )  • B ext(X),

[К (к )  = rj, (к )  + цг(к )  ■ (А (к )  + Ш ) ) +  Лз(>0' К 0(А.) + л 4(А.) • B ' J k ) ,

(4)

(5)

где

к,(?Л
(к  ехр(А.9) + k)Y(O) + (ц / 9)(ехр(А9) -  1)К (9)

к 2(Я,) =

к  3(Х) = -  

к 4(Х) = 

Л .(^ ) =

ц(Аехр(А,9) + к) 

М к )  
ц (?* -г к)ехр(А,9)

А (к )

(6)

9 А(А) 

ц ехр(А,9) - 1  
9 Д(Х) ’

о(1 -  c)Y(O) + (Я, + ц(1 -  с))К (9)
А (к )

Л2(^) =
ац(1 -  с)

Д(Ь)

Л э М
1 (9Х2 + ц(1 -  с )(9А -  а))ехр(Х9) ’

(V)

Л 4 (^) '

9

к  + ц(1 -  с)

' ~ д м

д (к )

Причем аналитическая функция

А(А.) = (А, + ц(1 -  с))(А, • ехр(А9) + к) -- ца • (1 -  с)

представляет собой определитель системы уравнений (2).

ехр(Х9) - 1
(8)
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Совершенно очевидно, что коэффициенты, определяемые соотношениями (6), (7) 
также являются аналитическими функциями аргумента X . Они имеют лишь полюса, поло
жение которых определяется трансцендентным уравнением

* Л (\)  = 0 . (9)
Лапласовские оригиналы этих функций имеют вид

□с со

K i ( 0  =  X r e S i [e X P M ) K i ( A ) ] s  X K l J > ( t ) ,

j= l  J j=l

Tli(*) = £ re s [ e x p (X t)M ^ ) ] s

(10)

j = i j =i

Если уравнение (8) имеет корни кратности s, (включая тривиальный случай простых 

корней, т.е. s . = 1), то j -е слагаемое в сумме (10) имеет вид

K!j>( 0  = . * , d T [exp(Xt)Ki(E)(X -  к .  )  \  =  ехр(Х ^) • £  t kv k,
(Sj - 1 ) !  d A , 1 1 k = 0

Si-1

T , ‘ j , ( t )  =  T T M p  “ зД Г ^ р М д  ( * ) ( *  -  L ,  =  e x p f t j t )  ■ Z * k w k ’
( s : — I ) :  d A ,  1 k~o

(11)

где v k,w k - постоянные коэффициенты.
Для нахождения окончательного результата воспользуемся теоремой о конволюции, а 

также тем фактом, что независимые расходы A (t) и инвестиционная история мидиэкономи- 
ческой системы K (t) = K fl(t), t e [ 0 ,9 ]  в рамках решаемой задачи считаются известными 

функциями времени.
Тогда

Y (t) = X Y ,( t ) ,
1=1

K (t)  = £ K , ( t ) ,

(12)

причем

i=i

к 1( 0  = £ л (/ )(0 .
И

t

Y2(t)= JKlU )(A (t-5) + X(‘ -^)>l^
0
t

K 2 ( t ) =  | p 2 ( ^ ) ( A ( t - ^ )  +  x ( t - 4 ) ) d ^ ,

0
t

Y3(t) = Jk3(^)0(9 - 1 + 4)K0(t -  ^)d ,̂
0

t

K 3 (t) = | л  з М © (»  - t + ^ ) K 0( t -  т ъ

(13)

(14)

(15)
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Y4 (t) = jK4(OBext( t - ^ ,
0

K4(t)= j'Ti4(^)Beit( t - ^ ,
0

где @(z) - так называемая ступенчатая 0  -функция Хевисайда: 0 (z )  = •

(16)

11 при z > О 

[о при z < О
Формулы (12) - (16) дают исчерпывающее описание динамики исследуемой экономи

ческой системы "в целом", гт> есть описание ее реакции на внешние финансовые «вливания». 
Однако с прагматической точки зрения эти соотношения почти бесполезны, поскольку чис
ленное обратное преобразование Лапласа весьма затруднительно, а аналитические исследо
вание свойств полученного решения практически невозможно.

3. Приближение долгосрочных инвестиций
Если в задаче имеется малый параметр (цв)-1 «  1. соответствующий долгосрочным 

инвестиционным проектам, то система уравнений (1) допускает решение методами теории 
возмущений. В этом приближении малыми величинами считаются параметр (ц&) ' « 1  и 
функция ехр(-Х Л ). Малость последней величины связана с тем, что для любых времен t > & 
контур интегрирования можно неограниченно сдвигать в правую полуплоскость комплекс
ной переменной А, .

С учетом сделанных замечаний перепишем соотношение (8) следующим образом:
ехр(Хд) - 1

А(А.) = (X + р(1 -  с))(А. • exp(XS) + к) -  ра  • (1 -  с)-
a

= [а.2 + А,ц(1 -  c)]exp(A.S) + кА + кц(1 -  с ) -  — — exp(?i&) + — ^ .
О О

В исследуемом приближении las' »  1 функцию А"1 (X) можно переписать как
ех р (-А ,$ )

(17)

А ‘(Х ) =
kA. + kp(l -  с) +

ац(1 -  с) 

Э

(1В)
ехр(-ЯЯ)

1
и разложить ее в ряд по малому параметру —-  «  1:

цЭ

А"1 (А.)
ехр(-А,&)

[х2 +  А,ц(1 -  с )]
+

а р (1  -  с)
ГкЛ + к ц ( 1 - с )  +  ? Й " с ) 1 ex p (-iA S )

у  +  >,ц(1 -  с)
ех р (-А .Э ) =

= D, (А,) + D,(A.) + D 3(A,).
В формуле (19) использованы следующие вспомогательные обозначения: 

D (>) -  - ехР(“ я-9 ) _ ехр(-А.З)

(19)

[х1 + Хц(1 -  с)] ( X - X J i X - X , )  ’
(20)

где А,0 = 0 , А., = -р (1  -  с ) ,

П2(Л.) =

a p ( l - c )
  ex p  -А .9 )  /t  .О ‘ _ ap(l -  с) ехр(-А *$)

[а2 +  ?щ (1 -  с)]3 & - х 0 г а - К У
(21)
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D3(A) = -
[kX + M l - c ) + a|1<1- C)' ехр (-2А 9)

[а2 + Ар(1 -  с)]' (22)

kA9 + (ос + к9)ц(1 -  с) exp(-2A9)
9 ( A - A 0)2( A - A , ) 2 '

Введенные нами вспомогательные функции имеют следующие аналитические свойст
ва. Функция D,(A) имеет два простых полюса'Ап = 0 .  А,, = - ц ( 1 - с ) < 0  и экспоненциально

убывает с ростом Re(A) на всей комплексной плоскости ( А е С ) .  Функции D 2(A) и D 3(A) 

имеют полюса А0 = 0 , А, = -р(1  -  с) < 0 кратности s0 = s, = 2 .
Приведем решение поставленной задачи в двухполюсном приближении. В рамках ре

шаемой задачи возникает необходимость вычисления 13 вспомогательных интегралов вида
1 a-ice

fj(t) = —  fexp(At)Fj(A)dA
2  711 rv—iao

(23)

где

F, (X) = 

F4(A) = 

F7(A) = 

F10(^ ) = 

F13a )  =

i

( А - а д а - а ^

exp(-Ax)
( А - а 0х а - а У

________ l

( A - A 0)2( A - A , )  

exp(-Ax)
( A - A 0)2 (A.-A.,) 

AJ exp(-Ax)

(A.-A.e )2(X ~ xT P

F 2(A) = 

F5(A) = 

FS(A) =

T> Fn( ^)  =

(а - а д а - а ^

Acxp(-Ax)
( A - a . x a - a , )  ’

________A________

( A - A 0)2( A - A , ) 2

Aexp(-Ax)
(A. — X0)(A,  —

F3(A) = 

F6(A) = 

F,(A) = 

F„(A)

( A - A o K A - A , )  

A2 exp(-Ax) 
( A - A 0) ( A - A j )

 A]________

( A - A H)2( A - A , ) 2 

A2 exp(-Ax)

( A - A 0) ( A - A , )

Совершенно очевидно, что для выполнения всех расчетов достаточно вычислить два 
базовых интеграла: f 4(t) и f l0( t ) .

Согласно соотношению (23) интеграл f4(t) равен:
1 o-i® 1 o -ico  е\пГ—

f4(t) = - - r  Jexp(At)F4(A)dA = —  J exp(At)— —— — - dA  
2я1 2 m  a_ioo ( A - A 0) ( A - A t )

Интегрирование выражения (24) производится стандартными методами:

(24)

i 4(t) = -^ T Г exp(At)
7  тг i J

схр(-Ах)
2ni

= 0 ( t - x )

(А -  А0)(А -  А,)
dA =

exp(A0( t - x ) )  exp(Ai( t - x ) )

А0 -̂i

(25)

Aj А0
Ступенчатая функция в выражении (25) возникает из-за того, что в подынтегральном

j  a - i °o

выражении f  (t) = ----- fexp(At)Fi(A)dA , определяющем функцию f, (t ) ,  содержится экспо-
2ni

нента ех р (-А т), зависящая от времени задержки т . Если t < х , то при вычислении интеграла 
типа (25) следует использовать теорему Коши и контур интегрирования сдвигать вправо и 
замыкать в правой полуплоскости. Но в правой полуплоскости подынтегральная функция не 
имеет полюсов. Поэтому соответствующий интеграл зануляется.

Если же t > х , то для обеспечения сходимости рассматриваемого интеграла контур 
интегрирования следует замыкать в левой полуплоскости. Но в левой полуплоскости подын-
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тегральная функция содержит простые полюса А,0 = 0 и X, = -п (1  -  с) < 0. В результате ин
теграл (25) элементарно вычисляется по теореме о вычетах.

Учитывая, что А.0 = 0 , преобразуем это выражение:

f 4( t )  =  0 ( t - x )
ехр(А  0 ( t  -  т>) +  ех р (Х , ( t  -  х>)

Я.0 X,

=  - - - - - - [ l  -  e x n ( X , ( t  -  х))\
-Л )

учитывая, что К, = - ц ( 1  -  с )  < 0 , представим f 4( t )  в виде

f 4 ( t )  =  [l -  e x p ( -  \‘Kl |(t -  x ))] =  cp(t, t )
A,

(26)

(27)

Через функцию f 4( t )  =  ( p ( t ,x ) , определяемую выражением (27), легко выражаются ин
тегралы f j ( t ) ,  f 2 ( t ) ,  f 3( t ) ,  f s ( t ) ,  f 6( t ) . В самом деле, для любых t > х имеют место следую
щие соотношения:

f, (t) = 9 ( t ,0 )  = ~ y [ l  -  exp(- |A,j t)]; 
ГМ

(28)

f! ( , ) - fl^ ’O )= 0 ( . ) .x p ( - |X 1|,) ; (29)

f j ( t )  = 0 ( t)e x p (  Aj t ) ;  
at

(30)

f4(t) = 9 ( t , x ) =  " | , - [ l  exp( X, ( t  x))];
г л :

(31)

f 5( t ) =   ̂ = 0 ( t  x)exp( A.,(t x)); (32)

f«W  = М , 0 (* x) exp( l^i |(* x>)dt'
(33)

Точно так же остальные семь интегралов выражаются через базовый интеграл f 10( t ) :

ехр(-А,х)-I С -IC C  I  0 - 1 0 0

fio(t) =  v|/(t,T) =  — 7  J e x p ( A , t ) F 10 ( A .) d A , =  — 7 I e x p ( A - t )
2TC1 G-ioo Z n \  a _ioo ( A  A q )  ( A  A j j

dA,. (34)

Учитывая, что оба полюса имеют кратность s -  2,  представим vp(t, т ) в следующем
виде:

где
V ( t . t )  =  v 0( t ,x )  +  v |/ ,( t ,T ) ,  

д exp (A (t -  т ))

(35)

V 0(t,T )  =  © ( t - T )
дк { K - K l )

= © (t -  x)exp(7,(t -  x))[(t -  т ){K -  X, )~2 -  2(K -  X ,) 3] 

= 0 ( t  -  x)[(t -  x)(A,j)~2 + 2(?Cj )-3 J

A,=A,„
(36)
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V, ( t , T)  = 0 ( t - T )
d exp(7(t -  x))

L

= ©(t -  x)exp(7(t -  x))[(t -  x ) ( 7 -  7 0) ' 2 -  2(7 -  7 n) 3]x 

= 0 ( t  -  x)exp(7,(t -  x))[(t -  т)(7, У 2 -  2(Л., ) -3}

(37)

5 e x p (7 ( t -x ) ) | д e x p ( 7 ( t - x ) )

Э7 (7 -  7 , ) 2 ^  S7 ( 7 - 7 „ ) 2
y ( t ,T )  =  V|/0(t,x ) +  y , ( t , x )  =  0 ( t  -  x)

= 0 ( t  -  x)[(t -  x ) (7 ,) -2 + 2(7, )-3]+ 0 ( t  - x )e x p (7 ,( t - x))[(t -  x ) (7 ,У г - 2 ( X 1) ' 3] =

= 0 ( t  -  x){(t -  т)(Л., Г 2 [l + exp(7 ,(t -  x))]+ 2(7, )~3 [l -  exp(7 , (t -  x))]}.
Легко видеть, что f 7(t) = vp(t,0). Отсюда следует, что 

f7(t) = vj/(t,0) = 0 ( t ) { t (7 , ) 2[l + exp(7 ,t)]  + 2(7., ) 3[l -exp(7 ,t)]} ,

f s(t) = -  0 ( t ) ^ () ' 2[l + exp(7 ,t)]+  t(X ,)-1 e x p (7 , t ) -  2(A.1 )“2 exp(7,t)} =
ot

= ©(t){<^,) '2[l — cxp(A.,t)]-t- t(A., )_l exp(7,t)}.

f9(t) = 9  = 0 ( t ) te x p (7 , t ) .
dt

Совершенно аналогично для оставшихся четырех интегралов имеем: 
fio(t) = ®(t — T){(t — x)(7, )~2[l + exp(7,(t  - x))]+ 2(7., )~3[l - exp(7, (t -  x))]},

f u ( 0  =  ̂= 0 ( t  - x )  • |(7 ,)~2[l - e x p ( 7 j ( t  - x ) ) ]+  (t - x ) ( 7 , ) _1 exp(7 ,( t  -  x))}, (43)
ot

f i l l1) =  - =  ®(t -  X) • (t -  T) • exp(7,(t -  x)). (44)

(45)

(38)

(39)

(40)

(41)

(42)

d t1

f u ( 0  = — = 0 (t ~  T) ' {exp(X., (t -  x ) )+ ( t  -  x)7, exp (7 ,(t  -  x))}. 
ot

Имея набор вспомогательных интегралов, мы .можем произвести обратное преобразо 
вание Лапласа и вычислить искомые функции K,(t), p , ( t ) .

Вначале рассмотрим функцию
(7 ехр(79) + Jv)Y(O) + ( р / 9  )(ехр(79)- 1  )К (9)

А(7)
Представим ее в виде

к , ( 7 )  = (46)

j=i
где при i = 1

к, ,(7 ) = [(7ехр(79) + k)Y(O) + (р /9 )(ех р (7 9 ) -  1 )К (9)]И ,(7 ).

Рассмотрим лапласовский образ
7Y(0) + p K ( 9 ) / 9  k Y (0 ) -p K (9 ) /9

к „ ( 7 )  = - - + е х р ( - 7 9 ) .

(47)

(48)

(49)
(7 — 7 ,  )(7 — 7 , )  (7 — 7 0 )(7 — 7 , )

Соответствующий лапласовский оригинал имеет вид
к „ ( t) = Y(0) ■ <p(t,0) + ( р К ( 9 ) / 9]- cp(t,0) + [kY(0) -  p K ( 9 ) / 9]q>(t,9 ) .  (50)

Лапласовский образ второго слагаемого согласно (48), (21) определяется соотношением
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КИ(*.) =

= аЦ(1~ С) • [(Я.ехр(ЯЗ) + k)Y(O) + (ц/ 3)(ехр(ХЗ) -  l)K(3)]•
У  (Л  - Л „ )  (Л  — Л.! )

(51)

ац(1 -  с)
3

ХУ(0) + рК(3)/3  
( > „ - ^ 0)2( ^ - > м )2

kY(0)-pK (3)/3
_(Л.-Л.0)2(А.-Я.1)2

ехр(-/\.3) к

откуда

к12(t) = ■ {Y(0) • v(t,0) + [pK(3) / 3]- V(t,0) + [kY(0) -  pK(3)/ 3]- V(t, 3)}.

По аналогии имеем 
к 13(А.) =

= — --+ а̂ + ̂ — • [(л, ехр(ХЗ) + k)Y(O) + (р / 3)(ехр(ХЗ) -  1)К(3)]- 
3

ехр(-2ХЗ)

(52)

(А,-Я.0)2(Я,-А,1)г 
_ кХЗ + (а + кЗ)р(1 -  с)

3
(53)

(a,Y(0) + рК(3)/ З)ехр(-ЛЗ)
( k - k 0) i Q . - X i )1

kA.3 + (а + k3)p(l -  с)

(кУ(О)-рК(З)/ 3)ехр(-2А,3)

ехр(-А,3).(ХУ(0) + рК(3)/3)~
( X - k t f f r - k t f  _

Слагаемое, содержащее экспоненту ехр(-2лЗ), было отброшено, поскольку соответ
ствующий оригинал отличен от нуля только при временах t > 2 3 . Прогнозы на столь отда
ленную перспективу бессмысленны в принципе. В самом деле, если инвестиционный проект 
рассчитан на 5 лет, то логично оценить отдачу от проекта приблизительно еще на 5 лет по
сле запуска производства. Очевидно, что расчет экономического развития производства на 
10 лет вперед, начиная с момента окончания внешних инвестиционных «вливаний», особого
смысла не имеет.

С учетом сделанного замечания получаем

K13(t) » kY(0)\|>(t, 3) + kpK(3) + (а + k3)p(l -  c)Y(O)
3

vj/(t,3) +

| (а + кЗ)р(1 -  с) • рК(3) / 3 
3

Совершенно аналогично вычисляются функции к 2j( t ) . В частности:

K21(t) = 3'[0(t,O) + k9(t,3)],

K23(t )* k p v |) ( t ,3 )  +
(а + кЗ)р2 (1 -  c)Y(O) .

3
Функции времени K3j(t) имеют вид

к н ( t )  =  • Ы т  +  к  • <p(t,0)],

к 32 (t) -  -  • [vj/(t,0) + k • vp(t,0>].

(54)

(55)

(56)

(57)

(58)

(59)
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K 33(t) * и
9

кф(.,9) + (а + y (t,8) и- к<а  + !kSW 1r i )  „ (,, 8)
8

Точно также вычисляются функции K 4j( t ) :

K 4 i ( O  =  £-[«P(t,0)-<P(t.3)].\7

К420 )  =
а ц 2(1 - с )  

9 2
ku . . (а  + k 9)u 2(l - с )  . . .

K4J( t ) ^ f ( 0 )  + 5----------------  l W ^ ) -

(61)

(62)

(60)

Алгоритм вычисления функций ту (t) полностью аналогичен алгоритму расчета 
функций Kj(t) .  В связи с этим мы представим каждую их этих функций в виде суммы трех 
слагаемых:

Л |(0  = Х п и( 0 -  (63)
j=i

В свете приведенной аргументации ниже мы приводим только окончательные выра
жения для всех слагаемых ( t ) :

Ли (t) = К (9 ) • ф(1,9) + [а(1 -  c)Y(O) + ц(1 -  е)К (8)] • <p(t, 9 ) ,
а р ( 1 - с )  |К(Э) ^ (t + ja(J _ с)у (0 ) + ^{1 _ c)K (3)] >4/(t ^ }

Л 12(t) =

Л,з(4> ~ 0 ^
Л 2i (t) -  «р(1 -  с) • cp(t, 8 ) ,

,  . а 2ц 2(1 - с ) 2
Л22(*) = —— - г —----- V (t,3 ).

Л : з ( О « 0 ,

Л 31 (*) = Ф(*>°) + 8(1 -  с)Ф(ТО) -  — — 9 (t ,0 ) ,

Л 32(0 =
ар(1 -  с)

9

9

\|)(t,0) + ц(1 -  c)ij/(t,0) -  (ХЦ-И -c-l vt/(t,0)

а

9

(64)

(65)

(66)
(67)

(68)

(69)

(70)

(71)

(72)

(73)

(74)

(75)
Таким образом, мы нашли приближенные аналитические выражения для всех функ

ций, фигурирующих в формальном решении затачи (1). В отличие от точного решения (фор
мулы (12) - (16)), полученные соотношения весьма удобны для численных расчетов. Именно 
это обстоятельство дает реальную возможность проведения обширного численного экспери
мента с целью научно обоснованного прогнозирования экономической эффективности дол
госрочных и среднесрочных инвестиционных проектов. Кроме того, на базе полученных со
отношений достаточно просто решается задача оптимального управления решениями об ин
вестициях.

Пзз (t) -  к • vj/(t, 9) + ц (| -  с) 2к + — ■ )|/(t, 9) -  —кц(1 -  с) • \j/(t, 9)
9

р 2(1 - c ) 2a ( a  + k9) 
9 2

• vp(t. 9),

Л 41(t) = <p(t, 8) + р(1 -  с) ■ cp(t, 9 ) ,

Л« (О = -  ' [чЧК9) + ц(1 -  с) • y (t , 9)],

л43 (t) ~ о



Заключение
Резюмируем вышесказанное следующим образом.
В настоящей работе получены следующие основные результаты:

1. Построено обобщение стохастической модели Гудвина-Калецкого на случай привлечения 
внешних инвестиций (система уравнений (1)).

2. Получено точное аналитическое решение системы уравнений (1).
3. Построено приближенное аналитическое решение указанной задачи, представляющее со

бой разложение точного решения по малому параметру (ц$) 1 «  1.
Представляется интересным численное исследование полученных выражений, а также 

их сопоставление с результатами исследования аналогичной задачи в приближении «расто
ропного инвестора» [1].
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