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Напомним, что для конечномерных алгебр Лейбница над полем характе-
ристики нуль существует аналог разложения Леви: любая алгебра Лейбница
разлагается в полупрямую сумму полупростой алгебры Ли и ее разрешимого
радикала [1]. Поэтому, как и в случае Ли, основная проблема изучения алгебр
Лейбница сводится к разрешимым.

Целью данной работы является описание разрешимых алгебр Лейбница,
нильрадикалом которых является естественным образом градуированная
квази-филиформная алгебра Лейбница, и с максимальной размерностью до-
полняющего пространства к нильрадикалу. А именно, естественным образом
градуированные квази-филиформные алгебры Лейбница в любой конечной
размерности над C изучена в работе [2]. Отметим, что с точностью до изо-
морфизма существует пять таких алгебр первого типа, две из которых за-
висят от параметра, и восемь алгебр второго типа, одна из которых зависит
от параметра. Естественным образом градуированные квази-филиформные
алгебры Ли были классифицированы в [3]. Здесь существует шесть семейств,
два из которых разложимые, то есть разлагаются в прямую сумму идеалов,
а также существуют некоторые частные случаи, которые появляются только
в малых размерностях.

Определение 1. Алгебра Лейбница L называется квазифилиформной, если
Ln−2 6= {0} и Ln−1 = {0}, где n = dimL.

Теорема 1 [2]. Если L — естественным образом градуированная квазифи-
лиформная алгебра Лейбница, то она изоморфна одной алгебре неизоморф-
ных семейств

L(α, β, γ) :

{
[ei, e1] = ei+1, 1 ≤ i ≤ n− 3,

[en−1, e1] = en + αe2, [e1, en−1] = βen, [en−1, en−1] = γen,

G(α, β, γ) :


[e1, e1] = e2, [ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,

[e1, e3] = −e4 + βe2, [e1, ei] = −ei+1, 4 ≤ i ≤ n− 1,

[e3, e3] = γe2, [ei, en+2−i] = (−1)iαen, 3 ≤ i ≤ n− 1,

где {e1, e2, . . . , en} является базисом алгебры, и в алгебре G(α, β, γ) если n
нечётное, то α ∈ {0, 1}, а если n чётное, то α = 0.
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Следующая теорема описывает максимальные размерности дополняющих
пространств до L(α, β, γ) и G(α, β, γ).

Предложение 1. ПустьR — разрешимая алгебра Лейбница, нильрадикал
которой является естественным образом градуированной квазифилиформной
нелиевой алгеброй Лейбница. Тогда максимальная размерность дополняюще-
го пространства к нильрадикалу не более двух.

Мы даем описание разрешимых алгебр Лейбница с нильрадикалами
L(α, β, γ) и G(α, β, γ) такими, что размерность дополняющих подпространств
максимальна.

Теорема 2. Не существует разрешимой алгебры Лейбница с нильради-
калом L(α, β, γ), у которой максимальная размерность дополняющего про-
странства к нильрадикалу равна единице.

Теорема 3. Пусть R — разрешимая алгебра Лейбница с нильрадика-
лом L(α, β, γ) и максимальная размерность дополняющего пространства к
нильрадикалу равна двум. Тогда R изоморфна одной из следующих попарно
неизоморфных алгебр:

R1
n+2(0, β, 0) :{

[ei, x] = iei, 1 ≤ i ≤ n− 2, [en, x] = en, [x, e1] = −e1, [x, en] = βen,

[en−1, y] = en−1, [en, y] = en, [y, en−1] = βen−1, [y, en] = βen, β ∈ {−1, 0},
R2
n+2(0, 1, 1) :

[e1, x] = e1 − en−1, [e2, x] = 2e2 − 2en, [ei, x] = iei, 3 ≤ i ≤ n− 2,

[x, e1] = −e1 + en−1, [e1, y] = en−1, [e2, y] = 2en, [en−1, y] = en−1,

[en, y] = 2en, [y, e1] = −en−1, [y, en−1] = −en−1,

R3
n+2(1, 0, 0) :

[e1, x] = e1 − en−1, [e2, x] = e2 − en, [ei, x] = (i− 1)ei, [en, x] = 2en,

[x, e1] = −e1 + en−1, [e1, y] = en−1, [e2, y] = e2 + en, [ei, y] = ei,

[en−1, y] = en−1, 3 ≤ i ≤ n− 2,

где учтено, что каждая разрешимая алгебра имеет свои умножения нильра-
дикала, а остальные произведения равны нулю.

Теорема 4. Пусть R — разрешимая алгебра Лейбница с нильрадикалом
G(α, β, γ) и максимальная размерность дополняющего пространства к ниль-
радикалу равна единице. Тогда R изоморфна одной из следующих попарно
неизоморфных алгебр:
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H1
n+1(0, 0, 1), H2

n+1(1, 2, 0), H3
n+1(1, 0, γ), H4

n+1(1,−2, 1), H5
n+1(1, 4, 2).

Приведём классификацию разрешимых алгебр Лейбница с нильрадика-
лом G(α, β, γ) и двумерным дополняющим векторным подпространством к
нильрадикалу.

Теорема 5. Пусть R — разрешимая алгебра Лейбница с нильрадика-
лом G(α, β, γ) и максимальная размерность дополняющего пространства к
нильрадикалу равна двум. Тогда R изоморфна одной из следующих попарно
неизоморфных алгебр:

H1
n+2(0, 0, 0), H2

n+2(0, 1, 0), H3
n+2(0, 2, 1), H4

n+2(1, 0, 0), H5
n+2(1, 1, 0), H6

n+2(1, 2, 1).

Заключение. Таким образом, из вышеизложенного и полученных резуль-
татов видно, что классификация разрешимых алгебр Лейбница с нильради-
калами L(1,−1, 0), L(1, 0, 0), G(1, 1, 0), G(1, 2, 1), у которых размерность до-
полняющего пространства равна единице, остаётся открытой проблемой. Для
других алгебр проблема была решена.

Список литературы
[1] D.W. Barnes. On Levi’s theorem for Leibniz algebras. Bull. Aust. Math. Soc.
86 (2012), no. 2, 184–185.
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В последние годы неассоциативные аналоги классических конструкций вы-
зывают интерес в связи с их приложениями во многих областях математики
и физики. Понятия локального и 2-локального дифференцирования также
становятся популярными для некоторых неассоциативных алгебр, таких, как
алгебры Ли и Лейбница.
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