
H1
n+1(0, 0, 1), H2

n+1(1, 2, 0), H3
n+1(1, 0, γ), H4

n+1(1,−2, 1), H5
n+1(1, 4, 2).

Приведём классификацию разрешимых алгебр Лейбница с нильрадика-
лом G(α, β, γ) и двумерным дополняющим векторным подпространством к
нильрадикалу.

Теорема 5. Пусть R — разрешимая алгебра Лейбница с нильрадика-
лом G(α, β, γ) и максимальная размерность дополняющего пространства к
нильрадикалу равна двум. Тогда R изоморфна одной из следующих попарно
неизоморфных алгебр:

H1
n+2(0, 0, 0), H2

n+2(0, 1, 0), H3
n+2(0, 2, 1), H4

n+2(1, 0, 0), H5
n+2(1, 1, 0), H6

n+2(1, 2, 1).

Заключение. Таким образом, из вышеизложенного и полученных резуль-
татов видно, что классификация разрешимых алгебр Лейбница с нильради-
калами L(1,−1, 0), L(1, 0, 0), G(1, 1, 0), G(1, 2, 1), у которых размерность до-
полняющего пространства равна единице, остаётся открытой проблемой. Для
других алгебр проблема была решена.
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Локальное дифференцирование естественно градуированных
квазифилиформных алгебр Лейбница
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В последние годы неассоциативные аналоги классических конструкций вы-
зывают интерес в связи с их приложениями во многих областях математики
и физики. Понятия локального и 2-локального дифференцирования также
становятся популярными для некоторых неассоциативных алгебр, таких, как
алгебры Ли и Лейбница.
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Понятия локальных дифференцирований были введены в 1990 г. Р.В. Ка-
дисоном [11] и Д.Р. Ларсоном, А.Р. Сууром [12]. Позже, в 1997 году, П. Щемрл
ввел понятия 2-локальных дифференцирований и 2-локальных автоморфиз-
мов на алгебрах [10].

Основные проблемы, связанные с этими понятиями, состоят в том, чтобы
найти условия, при которых все локальные (2-локальные) дифференцирова-
ния становятся (глобальными) дифференцированиями, и представить приме-
ры алгебр с локальными (2-локальными) дифференцированиями, которые не
являются дифференцированиями.

Исследование локальных дифференцирований на алгебрах Ли было на-
чато в статье [1]. Ш.А. Аюпов и К.К. Кудайбергенов доказали, что любое
локальное дифференцирование на полупростых алгебрах Ли является диф-
ференцированием, и привели примеры нильпотентных конечномерных алгебр
Ли с локальными дифференцированиями, не являющимися дифференциро-
ваниями. В [4] исследуются локальные дифференцирования разрешимых ал-
гебр Ли и показано, что в классе разрешимых алгебр Ли существуют ал-
гебры, допускающие локальные дифференцирования, не являющиеся диф-
ференцированиями, а также алгебры, для которых каждое локальное диф-
ференцирование является дифференцированием. Более того, доказано, что
всякое локальное дифференцирование на конечномерной разрешимой алгеб-
ре Ли с модельным нильрадикалом и максимальной размерностью допол-
нительного пространства является дифференцированием. Ш.А. Аюпов, А.Х.
Худойбердиев и Б.Б. Юсупов доказали аналогичные результаты о локальных
дифференцированиях на разрешимых алгебрах Лейбница в своей недавней
статье [5]. В [6] автор доказал, что любое локальное дифференцирование на
разрешимых алгебрах Лейбница, нильрадикал которых является квазифи-
лиформной алгеброй Лейбница максимальной длины с максимальной раз-
мерностью дополнительного пространства к нильрадикалу, является диффе-
ренцированием. Кроме того, исследуется аналогичная проблема, касающаяся
2-локальных дифференцирований таких алгебр.

В [2] исследуются локальные дифференцирования и автоморфизмы ком-
плексных конечномерных простых алгебр Лейбница, и доказывается, что все
локальные дифференцирования на конечномерных комплексных простых ал-
гебрах Лейбница являются автоматически дифференцированными, и пока-
зано, что филиформные алгебры Лейбница допускают локальные диффе-
ренцирования, не являющиеся дифференцированиями. Результаты статьи [3]
показали, что p -филиформные алгебры Лейбница, как правило, допускают
локальные дифференцирования, не являющиеся дифференцированиями.
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В данной статье мы описываем локальные дифференцирования квазифи-
лиформной алгебры Лейбница и показываем существование локального диф-
ференцирования, которое не является дифференцированием.

Определение 1. Векторное пространство с билинейной скобкой (L, [·, ·])
называется алгеброй Лейбница, если для любых x, y, z ∈ L выполняется тож-
дество Лейбница [

x, [y, z]
]

=
[
[x, y], z

]
−
[
[x, z], y

]
.

Для данной алгебры Лейбница (L, [·, ·]) последовательность двусторонние
идеалы рекурсивно определяются следующим образом:

L1 = L, Lk+1 = [Lk, L], k ≥ 1.

Эта последовательность называется нижним центральным рядом L.

Определение 2. Алгебра Лейбница L называется нильпотентной, если
существует n ∈ N такое, что Ln = {0}.

Легко видеть, что сумма двух нильпотентных идеалов нильпотентна. Сле-
довательно, максимальный нильпотентный идеал существует всегда. Макси-
мальный нильпотентный идеал алгебры Лейбница называется нильрадика-
лом алгебры.

Определение 3. Линейное отображение d : L → L алгебры Лейбница
(L, [·, ·]) называется дифференцированием, если для всех x, y ∈ L выполня-
ется условие:

d([x, y]) = [d(x), y] + [x, d(y)] . (1)

Множество всех дифференцирований L обозначаетсяDer(L), оно является
алгеброй Ли относительно коммутатора.

Для данного элемента x алгебры Лейбница L оператор правого умножения
Rx : L → L, определенный как Rx(y) = [y, x], y ∈ L, является дифференци-
рованием. Фактически, алгебры Лейбница характеризуются этим свойством
относительно операторов правого умножения. Такие дифференцирования на-
зываются внутренними.

Определение 4. Линейный оператор ∆ называется локальным диффе-
ренцированием, если для любого x ∈ L, существует дифференцирование
Dx : L→ L (в зависимости от x) такой, что ∆(x) = Dx(x).

Ниже мы определим понятие квазифилиформной алгебры Лейбница.

Определение 5. Алгебра Лейбница L называется квазифилиформной,
если Ln−2 6= {0} и Ln−1 = {0}, где n = dimL.
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Для n-мерной нильпотентной алгебры Лейбница L такой, что Ls−1 6= {0}
и Ls = {0}, положим Li = Li/Li+1, 1 ≤ i ≤ s − 1 и gr(L) = L1 ⊕ L2 ⊕ · · · ⊕
Ls−1. Благодаря [Li, Lj] ⊆ Li+j мы получаем градуированную алгебру gr(L).
Если gr(L) и L изоморфны, gr(L) ∼= L, мы говорим, что L естественно
градуирован.

Пусть x — нильпотентный элемент множества L \ L2. Для нильпотент-
ного оператора правого умножения Rx определим убывающую последова-
тельность C(x) = (n1, n2, . . . , nk), где n = n1 + n2 + · · · + nk, который со-
стоит из размерностей жордановых блоков оператора Rx. На множестве та-
ких последовательностей рассмотрим лексикографический порядок, то есть
C(x) = (n1, n2, . . . , nk) ≤ C(y) = (m1,m2, . . . ,mt)⇔ существует i ∈ N такое,
что nj = mj для любого j < i и ni < mi.

Определение 6. Последовательность C(L) = max
x∈L\L2

C(x) называется ха-

рактеристической последовательностью алгебры L.

Пусть L— n-мерная естественно градуированная квазифилиформная нели-
евая алгебра Лейбница, имеющая характеристическую последовательность
(n − 2, 1, 1) или (n − 2, 2). Первый случай (случай 2-филиформ) изучался в
[9], а второй — в [8]. В [3] уже доказано, что p-филиформные алгебры Лейб-
ница, как правило, допускают локальные дифференцирования, которые не
являются дифференцированиями.

Определение 7. Квазифилиформная нелиевая алгебра Лейбница L на-
зывается алгеброй типа I (соотв., типа II), если существует элемент x ∈ L\L2

такой, что оператор Rx имеет вид
(
Jn−2 0
0 J2

)
(соотв.,

(
J2 0
0 Jn−2

)
).

В следующей теореме, полученной в [8], приведена классификация есте-
ственно градуированных квазифилиформных алгебр Лейбница.

Теорема 1. Произвольная n-мерная естественно градуированная квази-
филиформная алгебра Лейбница типа I изоморфна одной из следующих по-
парно неизоморфных алгебр семейств:
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L
1,β
n :


[ei, e1] = ei+1, 1 ≤ i ≤ n− 3
[en−1, e1] = en,
[e1, en−1] = βen, β ∈ C

L
2,β
n :


[ei, e1] = ei+1, 1 ≤ i ≤ n− 3
[en−1, e1] = en,
[e1, en−1] = βen, β ∈ {0, 1}
[en−1, en−1] = en

L
3,β
n :


[ei, e1] = ei+1, 1 ≤ i ≤ n− 3
[en−1, e1] = en + e2,
[e1, en−1] = βen, β ∈ {−1, 0, 1}

L
4,γ
n :


[ei, e1] = ei+1, 1 ≤ i ≤ n− 3
[en−1, e1] = en + e2,
[en−1, en−1] = γen, γ 6= 0

L
5,β,γ
n :


[ei, e1] = ei+1, 1 ≤ i ≤ n− 3
[en−1, e1] = en + e2,
[e1, en−1] = βen, (β, γ) = (1, 1) or (2, 4)
[en−1, en−1] = γen,

где {e1, e2, . . . , en} – базис алгебры.

Теорема 2. Произвольная n-мерная естественно градуированная квази-
филиформная алгебра Лейбница типа II изоморфна одной из следующих по-
парно неизоморфных семейств алгебр: n чётное

L1
n :


[e1, e1] = e2,
[ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,
[e1, ei] = −ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,

L2
n :


[e1, e1] = e2,
[ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,
[e1, e3] = e2 − e4,
[e1, ei] = −ei+1, 4 ≤ i ≤ n− 1,

L3
n :


[e1, e1] = e2,
[ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,
[e1, ei] = −ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,
[e3, e3] = e2,

L4
n :


[e1, e1] = e1,
[ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,
[e1, e3] = 2e2 − e4,
[e1, ei] = −ei+1, 4 ≤ i ≤ n− 1,
[e3, e3] = e2,

n нечётное, L1
n,L

2
n,L

3
n,L

4
n,

L5
n :


[e1, e1] = e2,

[ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,
[e1, ei] = −ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,
[ei, en+2−i] = (−1)ien, 3 ≤ i ≤ n− 1,

L
6,β
n :



[e1, e1] = e2,
[ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,
[e1, e3] = βe2 − e4, β ∈ {1, 2},
[e1, ei] = −ei+1, 4 ≤ i ≤ n− 1,
[ei, en+2−i] = (−1)ien, 3 ≤ i ≤ n− 1,

L
7,γ
n :


[e1, e1] = e2,
[ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,
[e1, ei] = −ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,
[e3, e3] = γe2, γ 6= 0,
[ei, en+2−i] = (−1)ien, 3 ≤ i ≤ n− 1,

L
8,β,γ
n :



[e1, e1] = e2,
[ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,
[e1, e3] = βe2 − e4,
[e1, ei] = −ei+1, 4 ≤ i ≤ n− 1,
[e3, e3] = γe2, (β, γ) = (−2, 1), (2, 1) или (4, 2),
[ei, en+2−i] = (−1)ien, 3 ≤ i ≤ n− 1,

где {e1, e2, . . . , en} является базисом алгебры.

Изучение естественно градуированной квазифилиформной алгебры Лейб-
ница соответствующего типа из теорем 1 и 2 можно упростить следующим
образом (см. [7]).
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Предложение 1. Пусть L — естественно градуированная квазифили-
формная алгебра Лейбница, тогда она изоморфна одной из алгебр следующих
неизоморфных семейств

L(α, β, γ) :

{
[ei, e1] = ei+1, 1 ≤ i ≤ n− 3,

[en−1, e1] = en + αe2, [e1, en−1] = βen, [en−1, en−1] = γen,

G(α, β, γ) :


[e1, e1] = e2, [ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,

[e1, e3] = −e4 + βe2, [e1, ei] = −ei+1, 4 ≤ i ≤ n− 1,

[e3, e3] = γe2, [ei, en+2−i] = (−1)iαen, 3 ≤ i ≤ n− 1,

где {e1, e2, . . . , en} – базис алгебры; более того, в алгебре G(α, β, γ) если n
нечетно, то α ∈ {0, 1}, если n четно, то α = 0.

Теперь мы изучаем локальные дифференцирования на алгебрах L(α, β, γ)
и G(α, β, γ).

Теорема 3. Алгебры L(α, β, γ) и G(α, β, γ) допускают локальные диффе-
ренцирования, которые не являются дифференцированиями.
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Пусть даны неприводимые конечномерные представления V , W , U алгеб-
ры Ли gln. Предположим, что в них выбраны базисы Гельфанда-Цетлина
{vα}, {wβ}, {uγ}. Тогда 3j-символом называется набор чисел(

V W U

vα wβ uγ

)s
(1)

таких, что величина ∑
α,β,γ

(
V W U
vα wβ uγ

)s
vα ⊗ wβ ⊗ uγ

является gln-инвариантной. При этом 3j-символы с одинаковыми внутренни-
ми индексами образуют линейное пространство. Индекс s индексирует базис-
ные 3j-символы с одинаковыми внутренними индексами.

Легко понять, что задача вычисления 3j-символов в сущности эквивалент-
на задаче нахождения коэффициентов Клебша–Гордана, осуществляющих
явное разложение тензорного произведения двух неприводимых представле-
ний.

Последняя задача активно обсуждалась в работах, прежде всего связан-
ных с приложениями в квантовой механики. До настоящего момента сложил-
ся такой взгляд на проблему явного нахождения коэффициентов Клебша–
Гордана: эта задача легко решается для n = 2. Она решается явно, но очень
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