
произвольные нормальные аффинные многообразия. Оказывается, что каж-
дое аффинное алгебраическое многообразие, допускающее структуру монои-
да ранга 0, n−1 или n, является торическим, и структуры ранга n−1 описы-
ваются корнями Демазюра многообразия X. В частности, получена полная
классификация структур коммутативных моноидов на нормальных аффин-
ных поверхностях. Отмечу, что в недавнем препринте [2] получена класси-
фикация структур некоммутативных моноидов на нормальных аффинных
поверхностях.

Я расскажу про полученные в [3] классификации, описывающие струк-
туры коммутативных моноидов на нормальных аффинных поверхностях на
двух языках. Если задавать умножение µ : X ×X → X с помощью коумно-
жения µ∗ : K[X] → K[X] ⊗ K[X], то кроме естественного сложения на аф-
финных пространствах и коумножения µ∗ : χu 7→ χu ⊗ χu, происходящего из
торической структуры, имеется серия коумножений

µ∗ : χu 7→ χu ⊗ χu(1⊗ χe + χe ⊗ 1)〈p,u〉,

где через e обозначен один из корней Демазюра, соответствующих прими-
тивному вектору p на луче конуса торического многообразия. Кроме того,
структуру моноида на X можно задать с помощью структуры моноида на
тотальном координатном пространстве X̄ с помощью конструкции Кокса.
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Пусть V — счётномерное векторное пространство над полем комплексных
чисел. Обобщённым флагом называется цепь вложенных подпространств F

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант 20–01–00091а.
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в V такая, что каждое подпространство из F имеет в F непосредственного
предшественника или непосредственного потомка (в смысле частичного упо-
рядочения по включению). Мы будем обозначать через (F ′α, F

′′
α) пару (под-

пространство; его непосредственный потомок) = (непосредственный пред-
шественник подпространство; само подпространство). Таким образом, набор
подпространств из F можно записать в виде {(F ′α, F ′′α)}α∈A для некоторого
множества индексов A, упорядоченного включениями пар. Мы требуем так-
же, чтобы для любого ненулевого вектора v ∈ V существовал единственный
индекс α ∈ A, для которого v ∈ F ′′α \ F ′α.

Базис E пространства V называется совместимым с обобщённым
флагом F, если существует сюръекция σ : E → A, удовлетворяющая
условию F ′α = 〈e ∈ E | σ(e) < α〉C, F ′′α = 〈e ∈ E | σ(e) 6 α〉C для
любого α ∈ A. Несложно проверить, что любой обобщённый флаг облада-
ет совместимым с ним базисом [1], см. также [3]. Обобщённый флаг H на-
зывается слабо совместимым с базисом E, если он совместим с каким-то
базисом пространства V , отличающимся от E в конечном числе векторов.
Возьмём такой обобщённый флаг H и предположим дополнительно, что су-
ществуют изоморфизм линейно упорядоченных множеств ϕ : F → H и ко-
нечномерное подпространство U ⊂ V такие, что F + U = ϕ(F ) + U и
dim(F ∩ U) = dim(ϕ(F ) ∩ U) для любого F ∈ F. В этом случае говорят,
что обобщённый флаг H E-соизмерим с F.

Обозначим через F`(F, E, V ) множество всех обобщённых флагов в V ,
E-соизмеримых с F. Оно является (вообще говоря, бесконечномерным)
инд-многообразием [1], см. также [3]. Понятно, что в в случае конечномер-
ного пространства V такая конструкция приводит к обычному многообра-
зию флагов, являющемуся однородным пространством алгебраической груп-
пы SL(V ). Оказывается, что и в счётномерном случае наше инд-многообразие
обобщённых флагов можно трактовать как однородное пространство фини-
тарной инд-группы SL(V ).

Нас интересует группа автоморфизмов инд-многообразия F`(F, E, V ).
В конечномерном случае компонента единицы этой группы совпадает с проек-
тивной группой PSL(V ) (за исключением некоторых специальных случаев),
см., к примеру, [5]. Оказывается, что в счётномерном случае она оказывается
значительно «больше». А именно, это будет группа Макки некоторой пары
пространств с естественным спариванием.

Напомним, что группой Макки пары векторных пространств T, R с за-
данным невырожденным билинейным спариванием T × R → C : (x, y) 7→
〈x, y〉 называется группа G(T,R) = {ϕ ∈ GL(T ) | ϕ∗(R) = R} [4]. Здесь
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GL(T ) — группа всех обратимых линейных операторов на T , ϕ∗ : T ∗ → T ∗ —
двойственный оператор к оператору ϕ и R отождествляется с подпростран-
ством в T ∗ с помощью спаривания. Условимся также для произвольного счёт-
номерного пространства B с выбранным базисом обозначать через B∗ линей-
ную оболочку двойственных линейных функций в B∗.

Для каждого подпространства F ∈ F выберем дополнительное подпро-
странство UF в V , натянутое на UF ∩ E, так, чтобы UF1

⊃ UF2
при F1 ⊂ F2.

Обозначим теперь V F
E =

⋂
F∈F((F∗)

∗ ⊕ UF ), V F
∗E =

⋂
F∈F(F∗ ⊕ (UF )∗). Ясно,

что между этими пространствами есть естественное невырожденное спари-
вание. Обозначим через G соответствующую группу Макки. Она действует
на инд-многообразии F`(F, E, V ) по правилу

ϕ ·H = ((ϕ∗)−1(H⊥))⊥ ∩ V, ϕ ∈ G, H ∈ F`(F, E, V ).

Здесь H = {H⊥, H ∈ H}, где H⊥ = {λ ∈ V F
∗E | λ(H) = {0}}. Обозна-

чим через StF стабилизатор обобщённого флага F в группе G. Пусть также
GL(E, V ) — группа обратимых линейных операторов на V , которые оставля-
ют на месте все базисные векторы из E, кроме, быть может, конечного числа.
Наконец, назовём обобщённый флаг F симметричным, если при очевидном
изоморфизме V ∼= V∗ он переходит в F⊥. Основной результат таков.

Теорема. Если F не симметричен, то группа автоморфизмов инд-мно-
гообразия F`(F, E, V ) изоморфна проективной группе P(GL(E, V )·StF). Если
же F симметричен, то она изоморфна группе P(GL(E, V ) · StF) o Z2.

Аналогичный результат имеется для инд-многообразий изотропных обоб-
щённых флагов в пространстве с невырожденной формой. Доклад основан
на совместной работе с И. Пенковым [2].
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