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АНАЛИЗ ТОЧНОСТИ НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ
МЕТОДАМИ ЛОКАЛЬНОЙ И ТЕРМИНАЛЬНОЙ СТАТИСТИЧЕСКОЙ 
ЛИНЕАРИЗАЦИИ
Часто в практике задачу анализа точности можно решать в 

рамках корреляционной теории, т.е. на уровне двух первых момен
тов. Метод статистической линеаризации позволяет с извест
ной степенью точности решать эту задачу. Однако он предполагает 
локальное осреднение по множеству реализаций случайной функции и, 
кроме того, оценка точности [2] получается очень громоздкой и 
сложной в технических приложениях. Поэтому было бы целесообразным 
получить более простые зависимости для оценки точности и разрабо
тать осреднение вне зависимости от формы фазовой траектории. Ре
шение этих задач и посвящена данная работа.

Локальный метод статистической линеаризации. Если динамичес
кая система описывается системой дифференциальных уравнений в фор
ме Коши

/ = > ( I )
то можно построить алгоритм определения математических ожиданий 
и ковариационных моментов фазовых координат, который сводится к 
построению некоторой системы дифференциальных уравнений.

Разложим правые части системы (I) в многомерные ряды Тейло
ра в окрестности вектора математического ожидания фазовых коорди
нат и ограничимся только линейными членами и в соответствии с об
щей идеей статистической линеаризации [г],[2] зависимость для не
линейностей (I) получим в виде:
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Усредним выражение ( I )  в каждый момент времени (локально) 
по множеству реализаций для заданного временного сечения, тогда 
с учетом (2) и свойства линейности операций математического ожи
дания и дифференцирования получим:
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где сц
к ч

-  статистическая характеристика нелинейности;
-  статистические коэффициенты усиления (ковариации) 

по случайным центрированным фазовым координатам

Для ковариационных моментов фазовых координат соответственно 
будем иметь: ,

У  = у  к  д£/ \ ( ^ )

Таким образом, для определения вектора математического ожида
ния и ковариационных моментов имеем /г уравнений (3) и, учиты
вая симметричность ковариационных матриц, — уравнений (4 ) ,
общая система состоит из /г уравнений при условии

6 (о) = (О )] , (О) = СО2г[уг <О ) ( У ) ] .

Опенка точности локального метода статистической линеариза
ции. Учитывая, что линеаризованные уравнения дают лишь приближен
ную картину физического процесса и не описывают, например, резо
нансные явления, естественно желание получить оценку ошибки л , 
т .е .  математическое ожидание ошибки тл  и ковариационные момен
ты этой ошибки

( 5 )

у  ,  М ( ( л с - =

Представим правые части системы ( I )  в виде

д 1 , #2 ^ г > ■■■ л * Д/г, Ь)

   

 

 
 

 

 

 



и разложим в многомерные ряды Тейлора, ограничиваясь квадратич
ными членами. Тогда, введем обозначения

_ /Т)А $ +
? '  = Л  г • • •, г  , ¿ )

и, учитывая малость ошибок статистической линеаризации (2), после 
соответствующих преобразований получим:

^ 1 , п ;  т^(О)=О-
Учитывая свойство линейности операции математического ожида

ния и дифференцирования, произведя соответствующие преобразования 
с учетом (5 ) , (6 ) , (7 ) , получим уравнения для определения

Л, ЭЬ
Г ; (в )

__
,К ( 9 )

Таким образом, чтобы оценить точность локального метода 
статистической линеаризации необходимо проинтегрировать систему, 
состоящую из п(н<-1) уравнений (8 ) , (9 ) .

Терминальный метод статической линеаризации. Этот метод [3] 
позволяет проводить аппроксимацию последующих состояний системы 
интегрально с учетом известных начальных условий, что делает по
грешность метода не зависящей от интервала интегрирования, в от
личие от метода локальной линеаризации, где эта зависимость весь
ма велика.

Допустим, что в момент времени £ значения фазовых коор
динат системы, описываемой уравнениями ( I )  известны

У 60 = Ф ( у 0 .* ) , ( Ю )

где -  векторная функция начальных значений фазовых ко
ординат р о -ц(£=О) и времени , т .е .  Ф(у0 является систе
мой общих интегралов уравнений ( I ) :

(^'о > У?о> ■ •• > . ¿) = (у ,, у 2 > ■ (/=/, ■ ( I I  )
о
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Учитывая допущение ( I I ) ,  разложим функцию Ф (у0 , £ )  в много
мерные ряды 'Гейлора и ограничимся линейными членами, тогда вариа
ция фазовых координат в момент времени ^ ’= ^ о б у с 
ловленная вариациями начальных значений фазовых координат (у -Д) 
в момент времени Уо  , в матричной форме будет иметь вид: ’

, ( 12 )

где (¿-,/- -  1, У )  -  матрица размерности ( /г./т. ) .
Матрица аналогична матрице чувствительности Якоби

Г*] . и ,  значения ее элементов определяются на номинальной фазо
вой траектории.

Учитывая независимость смешанных производных от порядка диф
ференцирования [4], для элементов матрицы 0. получим:

Зус ([ ) э У у М  ¿ М у
ду . о %/> ( ‘' .¿ М .п У Л  13 )

д ,,. '  при М у
частные производные -уу~— вычисляются для номинальной разовой 
траектории и могут быть определены в процессе интегрирования [б ]. 
С учетом свойств математического ожидания ^73 вероятностные чис
ловые характеристики вариаций фазовых координат в момент времени

имеют вид:

в',

- м [ д у ( 0 ) ,  у ,  ~ ц ( о ) ~ 'м [ ц М ] >

,0 -  ковариационная матрица неопределенности 
фазовых координат в момент времени -¿=0 , т .е .

( И  )

( 15 )

значений

для нахождения вероятностных характеристик необхо
димо решить а (а -!-1 )  уравнений рг уравнений ( I )  
с начальными условиями у с ( о )  -  М (у , оу А к 2 
уравнений (1 3 )] .

Оценка точности терминального метода статистической линеари
зации может быть получена, если в разложении (12) удержать чле
ны более высокого порядка. В первом приближении получим, что ошиб
ка определения вариаций фазовых координат /Гу определяется из 
соотношения
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где Г ’/$ Р  ( <>>р ~ 1> п )  -  коэффициенты матрицы чувствительностивторого порядка.С учетом (16) выражения для математического ожидания и ковариационного момента ошибки терминального метода линеаризации примут вид:
где

1 7  )
Лу/2 -  СО?г( роь рор )  ~ ^ ( Щ о р ) >

_£
4Для оценки погрешности терминального метода надо решить л 3 уравнений.Таким образом, получена оценка точности локального метода статистической линеаризации в простой форме и разработан терминальный метод статистической линеаризации.
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