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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
 

 Актуальность проблемы. Исследование технологических процессов в 
различных отраслях промышленности показывает, что многие из этапов загото-
вительного производства связаны с раскроем и размещением деталей. Эти про-
цессы являются очень важными с точки зрения экономии ресурсов и сложными 
для принятия решений. Возникают оптимизационные задачи раскроя и упаков-
ки в процессе планирования и заказа материалов, а также на этапе оперативного 
проектирования карт раскроя и упаковки. Принятие оптимального или близкого 
к нему решения позволяет существенно сократить расход материала и понизить 
себестоимость продукции. В условиях глобальной автоматизации промышлен-
ных процессов давно появилась необходимость в создании и использовании 
систем автоматизации проектирования подготовки раскроя и упаковки. К серь-
езным компьютерным продуктам, разработанным в России в этом направлении, 
можно отнести САПР «СИРИУС» (Екатеринбург) и «ТЕХТРАН-РАСКРОЙ» 
(С.-Петербург). Первая базируется на работах Р.А. Вайсбурда и А.А. Петунина, 
вторая – на методах сквозного проектирования, развитых В.Д. Фроловским. 
Применение классических методов раскроя осуществлено В.А. Ворониным и 
В.А. Кузнецовым в лесоперерабатывающих комплексах Карелии. Больших ус-
пехов добиваются за рубежом. Общим недостатком всех систем является сла-
бая степень оптимизации раскроя и упаковки. В хорошее сервисное окружение 
оказываются зашитыми неэффективные методы расчета.  
 Кроме того, появилось огромное количество мелких и средних предпри-
ятий, которые не могут позволить приобретение комплексов сквозного проек-
тирования. Поэтому разработка и исследование численных методов оптимиза-
ции раскроя и упаковки, направленных на получение ресурсосберегающих тех-
нологий, является актуальной проблемой. Более того, задачи раскроя-упаковки 
встречаются не только в связи с проектированием технологической подготовки 
производства изделий. Проблема объединяет разные по математической и при-
кладной постановке задачи. В литературе они встречаются под различными на-
званиями. Общим для них является наличие двух групп объектов. Требуется 
установить соответствие и порядок назначения между ними так, чтобы некото-
рая целевая функция достигала минимума. В индивидуальных производствен-
ных условиях задачи раскроя-упаковки оказываются NP-трудными, именно они 
охватывают огромный пласт прикладных и теоретических проблем. Принципи-
ально различаются задачи упаковки геометрических объектов сложных форм 
(нестинга) и ортогональной упаковки прямоугольных объектов. В области не-
стинга известны работы Л.Б. Беляковой, М.А. Верхотурова, В.В. Мартынова, 
Ю.Г. Стояна, и других ученых. В области ортогональной упаковки – это работы 
Санкт-Петербургской (В.В. Бухвалова, И.В. Романовский), Новосибирской 
(Э.Х. Гимади, А.А. Колоколов, Ю.А. Кочетов), Петрозаводской (В.А. Воронин, 
В.А. Кузнецов) и Уфимской (А.Ф. Валеева, Э.А. Мухачева) школ. За рубежом 
многие ученые занимаются этой проблемой. Наиболее известны работы 
Х. Дикхоффа (H. Dyckhoff), А. Бортфельда (A. Bortfeld), И. Фолкнера 
(E. Folkenauer), Е. Хоппер (E. Hopper), С. Имахори (S. Imahori), С. Мартелло 
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(S. Martello), Г. Шайтхауера (G. Sheithauer), П. Ванг (P. Wang), Г. Вешера 
(G. Wascher) и другие. Следует отметить, что методы, разработанные для орто-
гональной упаковки с успехом применяются и для задач нестинга. Ввиду NP-
трудности рассматриваемых задач, применение точных методов приводит к не-
преодолимым препятствиям, в связи с высокой размерностью решаемых задач.  
 В связи со сказанным, создание ресурсосберегающей технологии разра-
ботки конструирования упаковки и раскроя, включающей новые эффективные 
стратегии и алгоритмы, представляет актуальную теоретическую проблему, 
применение которой позволяет решать широкий круг задач, в том числе и воз-
никающих при проектировании технологической подготовки раскройно-
заготовительного производства.  

Объектом исследования является комплекс задач оптимизации раскроя-
упаковки, инвариантных к производственным условиям различных отраслей 
промышленности, но допускающих учет технологических и организационных 
ограничений в рамках разрабатываемой технологии и алгоритмов расчета рас-
кроя-упаковки.  

Цель и задачи исследования. Целью диссертационной работы является 
создание многофункциональной технологии, направленной на экономное ис-
пользование материальных ресурсов, включающей: кодирование и конструиро-
вание упаковок; вычисление нижних границ; разработку новых и модификацию 
известных алгоритмов локального поиска и исследование их эффективности.  
 Для достижения цели в работе поставлены и решены следующие задачи:  
1. Предложить многофункциональную технологию моделирования методов и 

оценки качества решений для задач ортогональной упаковки.  
2. Разработать модели и методы кодирования и декодирования с использова-

нием блочных структур; провести численное сравнение декодеров.  
3. Разработать способ определения окрестности локально-оптимального реше-

ния и алгоритм поиска этого решения.  
4. Разработать эволюционные методы локального поиска оптимальной упаков-

ки с использованием  декодеров блочной структуры. Провести численное 
исследование эффективности разработанных алгоритмов.  

5. Предложить способ синтеза разработанных алгоритмов для создания единой 
технологической системы конструирования и расчета упаковок.  

6. Адаптировать блочную технологию для различных моделей и практических 
задач рассматриваемого класса. 

  Методы исследования. Для изложения теоретических основ в диссерта-
ции использовались методы исследования операций и математического про-
граммирования: теория и численные методы линейного и целочисленного про-
граммирования; элементы динамического программирования; комбинаторные 
методы решения задач дискретной оптимизации; приближенные и эвристиче-
ские методы решения комбинаторных задач; методы экспериментального ис-
следования с использованием современной вычислительной техники.  
 Основные научные результаты, полученные автором и выносимые 
на защиту  
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В диссертации предложена технология конструирования прямоугольной 
упаковки (блочная технология), рис. 1. Она ориентирована на разработку ал-
горитмов и их применение в производственных системах с учетом следующих 
требований: получение качественных (близких к оптимальным) упаковок с 
большим количеством деталей (до 1000 различных наименований) и с мини-
мальными временными затратами. Кроме того, условием применения алгорит-
мов является облегченная адаптация к различным производственным требова-
ниям, достигаемая доступными схемами и их программной реализацией.  

На защиту выносятся следующие результаты: 
1. Теоретические основы блочной технологии, представляющей способы моде-

лирования методов решения задачи ортогональной упаковки в полубеско-
нечную полосу на основе кодирования блочными структурами.  

2. Блочный способ определения нижних границ и поиска локально-
оптимального решения в их окрестности.  

3. Основные способы конструирования упаковок на базе блочных структур: 
«замещения» и «двойных списков», их базовые и улучшенные версии.  

4. Эволюционные алгоритмы решения задач ортогональной упаковки: блочные 
модификации классического генетического алгоритма и эволюционного ал-
горитма (1+1)-EA с локальной нижней границей; разработка генетического 
блочного алгоритма; алгоритмы с синтезом простых декодеров конструиро-
вания упаковок, допускающих учет технологических параметров.  

5. Методика применения технологии блочных структур для разработки алго-
ритмов решения различных задач ортогональной упаковки.  

 
 

 
кодирование  

 
декодеры   

 
нижние  границы  

алгоритмы  
локального  

поиска 

БЛОЧНАЯ  ТЕХНОЛОГИЯ  

2D 3D

алгоритм  
синтеза  

 
Рис. 1 – Основные функциональные элементы блочной технологии 
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Научная новизна результатов 
В диссертации предложена технология блочных структур для моделиро-

вания упаковок, разработки и исследования методов и алгоритмов решения за-
дач ортогональной упаковки.  
1. Разработаны теоретические основы многофункциональной блочной техно-

логии, базирующейся на ортогональных разбиениях упаковок на блоки  для 
моделирования методов решения и оценки их эффективности в задачах пря-
моугольной упаковки в различных постановках.  

2. Предложены и обоснованы процедуры определения нижних границ, отли-
чающиеся от известных возможностью итерационного приближения к опти-
мальному или локально-оптимальному решениям. Они позволяют оценивать 
эффективность решения на различных этапах его получения.  

3. Предложен алгоритм поиска лучшего решения в окрестности локальной 
границы. Поиск в этой окрестности позволяет получать решение, прибли-
жающееся к функции цели прямоугольно-ориентированного линейного рас-
кроя, имеющей смысл локальной или глобальной нижней границы.  

4. Создан метод кодирования упаковок блок-структурами: доказаны необхо-
димые и достаточные условия соответствия блок-структур и упаковок. Это 
позволило разработать алгоритмы преобразования ранее известных кодов в 
«блок-структуры» для использования на различных уровнях при решении 
задачи упаковки.   

5. Предложены декодеры, использующие блочную структуру, отличающиеся 
от известных  конструированием упаковки путем перемещения прямоуголь-
ников только в одном направлении. Это позволяет повышать эффективность 
работы декодеров и оперативно включать в них технологические или иные 
ограничения.  

6. Разработаны эволюционные методы с использованием различных блочных 
декодеров. Это позволяет конструировать быстрые и высоко эффективные 
методы расчета рациональных упаковок.                                                           .  

7. Предложена гибридизация декодеров блочной структуры для создания ин-
дивидуальных программных комплексов на базе конкретных эволюционных 
алгоритмов, синтез которых представляет единую систему блочных техно-
логий для решения задач ортогональной упаковки.                                 . 

8. Предложена адаптация блочной технологии, позволяющая решать практиче-
ские задачи прямоугольной упаковки в листы и открытый квадрант, парал-
лелепипедной упаковки и простейших задач покрытия.  

Обоснованность и достоверность результатов диссертации. Обосно-
ваны теоретические положения в виде свойств и условий соответствия блок-
структур и упаковки, области поиска допустимых и оптимальных решений, су-
ществования и поиска локальной нижней границы; они и другие результаты ба-
зируются на использовании апробированных методов исследования и коррект-
ном применении математического аппарата. Достоверность выводов подтвер-
ждается результатами проведенных численных экспериментов.  
 Практическая значимость результатов. Разработанная в диссертации 
блочная технология ориентирована на создание методов расчета упаковок с 
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учетом ограничений, возникающих в производственных системах. Для исполь-
зования блочной технологии удобны метаэвристики, в составе которых приме-
няются инвариантные к производству процедуры. Производственный фон 
включается только в процедуры конструирования упаковок, т.е. в декодеры. 
Такое включение может быть реализовано простыми приемами пользователя. 
Предлагаемый комплекс алгоритмов и программ отличается от аналогов малы-
ми временными затратами для расчета ресурсосберегающих упаковок за счет 
применения высокоэффективных эволюционных алгоритмов с быстродейст-
вующими блочными декодерами. Это подтверждено использованием блочных 
технологий в процессе размещения контейнеров (ящиков) на складах и транс-
портных средствах, ЗАО «Новое время», г. Уфа; технологической подготовки 
производства металлоконструкций, ОАО «Буммаш», г. Ижевск; в подготовке 
производства целлюлозно-бумажной промышленности, г. Петрозаводск. Про-
граммное обеспечение интегрировано в промышленную систему Техтран-
Раскрой, г. С.Петербург и автоматизированную систему проектирования пря-
моугольного раскроя, CETAMI-CUT, г. Уфа. Программы официально зарегист-
рированы, свидетельства № 2004611452, №2006612649. Результаты работы ис-
пользуются в учебном процессе Уфимского государственного технического 
университета, Уральского государственного технического университета – УПИ 
и Башкирского государственного университета.  

Связь исследований с научными проектами. Работа выполнялась при 
поддержке Российского Фонда Фундаментальных Исследований, проекты 99-
01-00937, 01-01-00510, 02-01-06331, 03-01-07002; фонда Президента РФ под-
держки молодых кандидатов наук, проект МК 145.2003.01; программы Мин. 
Образования РФ «Научные исследования высшей школы в области производст-
венных технологий» (2001), раздел технологии современных заготовительных 
производств.  

Апробация работы. Основные научные и практические результаты дис-
сертации докладывались и обсуждались на Международных и Российских на-
учных конференциях, в том числе: Сибирском конгрессе по прикладной и ин-
дустриальной математике (ИНПРИМ-98) г. Новосибирск, 1998; Международ-
ной Сибирской конференции «Дискретный анализ и исследование операций», 
ИМ СО РАН, г. Новосибирск, 1998, 2000, 2002, 2004; 16-ой Европейской кон-
ференции по исследованию операций, г. Брюссель, Бельгия, 1998 ; Междуна-
родной конференции IFORS-2000, г. Сан-Антонио, США, 2000; Международ-
ной конференции IFORS 2002, Эдинбург, Англия 2002; «Европейский научный 
семинар ESICUP», Виттенберг, Германия, 2004; Международные конференции 
«Математическое программирование и приложения», ИММ УРО РАН г. Екате-
ринбург, 1999, 2001, 2003, 2004, 2007; Международная научная конференция 
«Моделирование, вычисление, проектирование в условиях неопределенности», 
УГАТУ, Уфа, 2000; Байкальская международная школа-семинар «Математиче-
ское программирование», г. Иркутск 2002, 2005; Всероссийская научно-
практическая конференция «Ресурсосберегающие технологии», Санкт-
Петербург, 2001; Международная конференция «Математика и экономика: ста-
рые проблемы и новые подходы», памяти Л.В. Канторовича, С-Петербург, 
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2004; Всероссийская конференция «Проблемы оптимизации и экономические 
приложения», Омск, 2003, 2006; Международная конференция CSIT, УГАТУ, 
Уфа, 2002, 2004, 2005; Международная Уфимская зимняя школа-конференция 
по математике и физике, БГУ, Уфа, 2005; на семинарах Института Вычисли-
тельной математики Дрезденского технического университета, Дрезден, 2002; 
семинарах кафедр «Вычислительной математики и кибернетики» и  «Компью-
терной математики» УГАТУ.  

Публикации. По теме диссертации опубликовано более 80 работ. Основ-
ные результаты представлены в работах [1-41]. В число указанных публикаций 
входят 22 статьи из «перечня ВАК ведущих научных журналов и изданий, в ко-
торых должны быть опубликованы основные научные результаты на соискание 
ученой степени доктора наук» В совместных работах с проф. Э.А. Мухачевой, 
доц. А.Ф. Валеевой, доц. В.М. Картаком и аспирантами УГАТУ 
А.В. Чиглинцевым, Р.Р. Ширгазиным принадлежат автору диссертации сле-
дующие разделы: идеи и подходы к созданию технологии блочных структур; 
блочные методы кодирования и декодирования упаковок; необходимые и дос-
таточные условия соответствия блок-структур и упаковок; аппроксимация пря-
моугольной упаковки парой ослабленных задач прямоугольно ориентированно-
го линейного раскроя; способ «замещения» в блочных алгоритмах конструиро-
вания упаковки; алгоритмы «двойныхх списков» и генетического блочного ал-
горитма с новой идентификацией элементов генетики, проведение и анализ ре-
зультатов численного эксперимента. Э.А. Мухачевой принадлежат идеи разде-
ления упаковки на прямоугольные блоки и ситуации «перестройки», возни-
кающей в ходе конструирования упаковок. А.В. Чиглинцеву принадлежат раз-
работки блочных декодеров с использованием стратегий нижний-левый и свой-
ство «реставрации» некоторых декодеров. В.М. Картак ввел условие непере-
крытия прямоугольников для пары блок-структур*). 
 Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, шести 
глав основного материала, заключения, библиографического списка и прило-
жений; содержит 325 страниц основного текста. Библиографический список 
включает 212 наименований литературы.  
 

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 
 

 Во введении обоснована актуальность темы диссертации, указаны цель и 
задачи исследования, выделены результаты, имеющие научную новизну и 
практическую ценность работы.  

Глава 1 посвящена аналитическому обзору работ в области моделей и 
методов раскроя-упаковки. Вначале приведены фундаментальные работы 
Л.В. Канторовича и В.А. Залгаллера, которые появились в эпоху открытия 
Л.В. Канторовичем линейного программирования и развития прикладных ас-
пектов методов оптимизации. За рубежом аналогичные результаты были полу-
                                                 
*) В.М. Картак. Решение задачи упаковки прямоугольников в полубесконечную полосу // Уфа. БГУ. Региональ-
ная школа-конференция молодых ученых по математике и физике. 2001. С. 110-121. 
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чены П. Гилмори (P. Gilmore), Р. Гомори (R. Gomory) и И. Терно (I. Terno), 
Г. Шайтхауером (G. Scheithauer). Эти методы оказались приемлемыми для ре-
шения задач планирования раскроя в массовом производстве. В условиях еди-
ничного и мелкосерийного производства применение непрерывных моделей 
малопригодно. Известно, что простейшая задача одномерной упаковки является 
NP-трудной проблемой и точных методов полиномиальной сложности для ее 
решения не найдено. Качественная типология в области раскроя-упаковки (Cut-
ting&Packing, C&P) проводилась в 1990 г. германским ученым Х. Дикхоффом. 
Она принята в мировой практике и используется при исследовании моделей 
C&P и методов их решения. Рассматривается класс задач ортогонального рас-
кроя и упаковки, в которых элементы имеют только прямые углы и могут быть 
вырезанными параллельно кромкам материала. Различаются гильотинный и не-
гильотинный способы разделения объекта на части. Гильотинный раскрой реа-
лизуется только сквозными резами.  
 В качестве основных рассматриваются следующие задачи ортогональной 
упаковки прямоугольников. 

Задача упаковки прямоугольников в полосу (2 Dimensional Strip Packing 
Problem, 2DSP). Один из размеров полосы, например ширина W задан, второй – 
длина является переменным. Требуется найти упаковку в полосу минимальной 
длины L.  

Задача упаковки прямоугольников в контейнеры (2 Dimensional Bin 
Packing Problem, 2DBP). Оба размера W и L заданы. Требуется найти мини-
мальное количество N контейнеров, в которые упакованы все предметы. 

Задача упаковки прямоугольников в открытую область (квадрант) (2 
Dimensional Area Packing, 2DAP). Оба размера, ширина W и длина L являются 
для объекта переменными. Требуется найти упаковку элементов в угол, образо-
ванный осями координат, совпадающими с гранями области, для которой пло-
щадь огибающего упаковку прямоугольника достигает минимума. 

Входная информация для выделенных задач задается набором данных 
 ε, l, W, L, m, w , в котором W, L –  ширина и длина прямоугольного объекта; в 

задаче 2DSP длина L=∞; в задаче 2DAP – W=∞ и L=∞; m – количество прямо-
угольных элементов; w=(w1, w2,…, wi,…, wm) – вектор ширин элементов; 
l=(l1, l2,…, li,…, lm) – вектор длин элементов; ε – признак возможности измене-
ния ориентации прямоугольников.  

Введем прямоугольную систему координат: ось OX совпадает с горизон-
тальной гранью объекта, а ось ОY – с вертикальной. Решения рассматриваемых 
задач могут быть представлены в виде набора  ESX,Y,lwW, L, m, ,,, , где 
Х=(х1, х2,….хi,…..хm), Y=(у1, у2,….уi, …, уm) – векторы минимальных координат  
прямоугольников; S=(s1, s2,….si,,…,.sm) – номера заполненных объектов (si – но-
мер контейнера, в который упакован i-й прямоугольник); Е=(е1, е2,….еi,…, еm), 
ei=1, если элемент i повернут на 900, иначе ei=0. 
 Допустимость прямоугольной упаковки (Rectangular Packing, RP) означа-
ет выполнение следующих условий: 

• ортогональное размещение прямоугольников в упаковке: 
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• неперекрытие прямоугольников гранями объектов: для всех i=
____
,1 m   

))(()0()0( Wwyyx iiii ≤+∧≥∧≥ . 
Далее основное внимание будет уделено задаче 2DSP, в которой при ис-

ходных данных  W, m, w, l  требуется минимизировать  
)(max);(

,1
ii
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lxyxL +=

=
 

на множестве допустимых векторов x=(x1,…, xm); y=(y1,…, ym). 
Применение методов линейного и целочисленного программирова-

ния. Непрерывная релаксация задачи 2DSP состоит в получении оптимума в 
соответствующей задаче линейного программирования. Полученный непре-
рывный оптимум используется для построения целочисленного решения. С 
этой целью после округления снизу непрерывного решения формируется малая 
остаточная задача. Последняя решается с помощью эвристик до достижения 
нижней границы или процесс останавливается на лучшем из полученных реше-
ний. В 1985 г. О. Маркотте (O. Marcotte) сформулировал важные свойства це-
лочисленного оптимального решения для задачи линейного раскроя. На основе 
этих свойств построены схемы точного решения. Продолжают развиваться точ-
ные алгоритмы на базе линейного целочисленного программирования. При-
ближение непрерывной релаксации к целочисленному оптимуму реализовали 
Г. Шайтхауэр и Г. Белов (Германия) в 1999 г.  

Применение методов комбинаторной оптимизации. Задачи упаковки 
являются классическими представителями NP-трудных проблем, и для их ре-
шения применяются методы полного перебора с отсечением неперспективных 
вариантов. И.В. Романовский и Н.П. Христова предложили для решения дис-
кретных минимаксных задач метод дихотомии. Другой подход к переборным 
методам решения 2DSP и 2DBP разработан А.И. Липовецким. На основе поня-
тия «зоны» доказывается, что для любой упаковки прямоугольников можно 
указать такой их порядок, при котором каждый следующий прямоугольник не 
пересекается ни с одной из зон предыдущих. Метод зон усовершенствован и 
исследован В.В. Бухваловой.  

Приближенные и эвристические методы. При изучении задач C&P 
особая роль отводится обобщенной проблеме загрузки рюкзака, описанной 
С. Мартелло (S. Martello) и П. Тот (P. Toth) в 1990 г. Большое внимание уделя-
ется проблеме поиска сумм подмножеств (Subset Sum, SS), которую также на-
зывают независимой оценкой задачи рюкзака. Примером является использова-
ние SS А.Ф. Валеевой в составе алгоритмов динамического перебора для реше-
ния различных задач упаковки. Э.Х. Гимади и В.В. Залюбовским предложен 
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асимптотически точный подход для решения 1DBP и 2DSP. Получены оценки 
относительной погрешности и вероятности несрабатывания приближенного ал-
горитма. Эвристические алгоритмы для решения двухмерных задач прямо-
угольной упаковки можно разделить на две основные группы: конструктивные 
эвристики и вероятностные методы локального поиска оптимума. Однопроход-
ные (конструктивные) эвристики используются для конструирования упаковки 
по ее коду и применяются в качестве декодеров в процессе локального поиска. 
Широкое распространение на западе получил декодер нижний-левый (Botton 
Left, BL). Многие эвристики включают послойную стратегию, начало которой 
заложено в работах М. Адамович (M. Adamowich) и А. Альбано (A. Albano). 
Послойный подход использовался Э.А. Мухачевой для решения задач гильо-
тинного раскроя. Графовый метод и/или для решения 2DSP развивается в рабо-
тах Р. Морабито (R. Morabito) и М. Ареналиса (M. Arenales). 

Вероятностные методы локального поиска оптимума. Бурное разви-
тие вероятностных методов локального поиска оптимума началось 30 лет назад 
с появлением метаэвристик для решения NP-трудных задач. В России обзор ве-
роятностных методов локального поиска оптимума для NP-трудных задач сде-
лан в 2001 г. Ю.А. Кочетовым. В обзоре обсуждаются общие схемы алгоритмов 
поиска с запретами, имитации отжига и генетических алгоритмов. Показано, 
что эти алгоритмы используют общую математическую конструкцию конечных 
цепей Маркова. Это гарантирует сходимость по вероятности к оптимальному 
решению задачи.  

Основные технологии конструирования ортогональных упаковок. 
Обзор эвристических методов для решения задач прямоугольной упаковки 
представлен в статьях А. Лоди (A. Lodi), С. Мартелло и Д. Виго (D. Vigo). В 
них приведены известные детерминированные эвристики. Большое разнообра-
зие среди них привело к необходимости объединения в классы по способам 
конструирования упаковок. Таким образом, появились уровневая и безуровне-
вая технологии разработки декодеров. Уровневые алгоритмы используют при-
ем, когда каждый новый элемент упаковывается с выравниванием по левому и 
нижнему краю. Через правую сторону прямоугольника максимальной длины 
проводят вертикальную линию. Полубесконечная полоса оказывается разде-
ленной на уровни прямоугольной формы, содержащие целиком все покрываю-
щие их прямоугольники.  

На основании проведенного аналитического обзора сделан вывод о важ-
ности и открытости следующих направлений в области разработки и исследо-
вания комбинаторных методов решения C&P. 

1. Создание эффективных технологий конструирования методов локаль-
ного поиска решений задач раскроя-упаковки. 

2. Определение нижних границ для оценки получаемых решений. 
3. Разработка средств повышения эффективности декодеров. 
4. Методики формирования соседних решений и построения окрестно-

стей для поиска локальных оптимумов. 
5. Разработка конструктивных эвристик. 
7. Создание новых методик исследования эффективности алгоритмов. 
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8. Создание автоматизированных систем, предназначенных для расчета, 
технологической подготовки и управления раскроем. 

9. Применение технологий параллельного программирования. 
В диссертации представлены разработки в направлениях 1, 2, 3 и 4.  
Глава 2 представляет теоретическую основу технологии блочных струк-

тур. Она представляет базовые способы моделирования методов решения задач 
ортогональной упаковки с кодированием в виде блок-структур и оценкой каче-
ства полученных решений..  

Пара блок-структур как способ кодирования прямоугольной упаков-
ки. Пусть имеется прямоугольная упаковка RP. Проведем мысленно через пра-
вые стороны прямоугольников вертикальные резы. Они разделяют RP на пря-
моугольные вертикальные блоки одной и той же ширины W и различной длины 

jχ . Пусть длина RP равна L. Проведем через верхние стороны прямоугольни-
ков горизонтальные линии. Тогда RP разобьется на горизонтальные блоки од-
ной и той же длины L  и различной ширины jη . Так мы получаем две блок-
структуры для RP, вертикальную и горизонтальную, см. рис. 2. 

Каждому блоку j соответствует запись ( ), в которой перечислены 
номера прямоугольников, пересекающих этот блок по направлению снизу-
вверх в вертикальном случае (слева-направо в горизонтальном). Для каждого 
вертикального блока j указана его длина 

jS jS~

jχ , для горизонтального – ширина jη . 
Упаковке, изображенной на рис. 2 соответствуют блок-структуры:  

( )54321 )5,2(;)6,4,2(;)6,1(;)6,7,1(;)6,3,1(: χχχχχS ;         
. ( )7654321 )6(;)5,6(;)5,7,3(;)5,4,7,3(;)5,4,3(;)5,4,1(;)2,1(:~ ηηηηηηηS
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    1η  
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   а      б 
Рис. 2 – Блок-структуры упаковки:  

a – разделение упаковки на вертикальные блоки; 
 б – разделение упаковки на горизонтальные блоки 

  
 Блок-структуру, заданную списком S, назовем вертикальной (Upright 
Block Structure, UBS); блок-структуру, заданную списком S~  – горизонтальной 
(Horizontal Block Structure, HBS). Показателями пригодности упаковки являют-
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ся длина  из UBS (ширина  из HBS). В задаче 2DSP ∑
=

=
r

j
jL

1
χ ∑

=
=

q

j
jL

1

~ η

min⇒L ; WL ≤~ . UBS и HBS представляют двойные блок-структуры (Double 
Structure, DBS). 

Сформулируем основные условия соответствия пары блок-структур и до-
пустимой упаковки. 

Обозначим: (jI jI~ ) – множество прямоугольников, пересекающих j-ый 

вертикальный (горизонтальный) блок; +
jI ( +

jI~ ) – множество прямоугольников, 

заканчивающихся в j-ом вертикальном (горизонтальном) блоке; (−
jI −

jI~ ) – мно-
жество прямоугольников, начинаюшихся в j-ом вертикальном (горизонтальном) 
блоке. Доказаны следующие условия соответствия. 

Теорема 1. Пара блок-структур, заданная списками (S, S~ ) соответствует 
допустимой упаковке RP с исходной информацией (W; m; w; l) в том и только в 
том случае, если выполнены следующие условия: 

10. Разнородность прямоугольников в каждом блоке. Элементы i(j) в ка-
ждом блоке j различные. 

20. Продолженность прямоугольников. Если некоторый элемент 
)~()( ++∉ jj IIji , то )~()( 11 ++∈ jj IIji . 

30. Неперекрытие прямоугольников. Для любых вертикального и горизон-
тального блока выполняется одно из следующих условий: 

(a) для любой пары kIii ∈),( 21 и любого блока jI~ : если jIi ~
1 ∈ , то jIi ~

2 ∉  

или если jIi ~
2 ∈ , то jIi ~

1 ∉ ; 

(b) для любой пары jIii ~),( 21 ∈ и любого блока : если , то kI kIi ∈1 kIi ∉2   
или если , то . kIi ∈2 kIi ∉1

40. Неперекрытие с границами полосы: 

L
r

j
j∑

=
=

1
χ ; , ∑

=
≤=

q

j
j WL

1

~η

где r(q) – количество вертикальных (горизонтальных) блоков. 
50. Линейная зависимость длины (ширины) прямоугольника от длин (ши-

рин) пересекающих его блоков. Если прямоугольник  (−∈ jIi −∈ jIi ~ ) и 

(+
+∈ pjIi +

+∈ pjIi ~
~ ), то ;∑

=
+=

p

k
kjil

0
χ ∑

=
+=

p

k
kjiw

~

0
η . 

Связь между упаковкой (прямой схемой кодирования) и отвечающей ей 
DBS, заданной парой ( ), устанавливает следующее утверждение. SS ~,
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 Лемма 1. Для любой упаковки RP и отвечающей ей пары ( ) сущест-
вует взаимно-однозначное соответствие и координаты 

SS ~,
miyx ii ,1),;( =  прямо-

угольников в упаковке можно вычислить по следующим формулам: 

,~,;,
1

1

1~

1
~∑ ∑

−

=

−

=

−− ∈=∈=
k

j

k

j
kjikji IiyIix ηχ    (1) 

где −
kI )~( ~−kI  – множество прямоугольников, которые начинаются в вертикаль-

ном блоке k (в горизонтальном блоке k~ ). 
Определение 1. Прямоугольник размещен плотно в упаковке, если он ка-

сается, по крайней мере, нижней горизонтальной и левой вертикальной сторо-
нами других прямоугольников упаковки или грани полосы. 

Определение 2. Упаковку назовем плотной, если все ее прямоугольники 
размещены плотно.  

Связь между плотной упаковкой и отвечающей ей UBS устанавливает 
следующее утверждение. 

Лемма 2. Существует взаимно-однозначное соответствие между плотной 
упаковкой RP и отвечающей ей UBS, заданной списком S  и координаты 
( ), ii yx ; mi ,1=  прямоугольников в упаковке вычисляются по следующим фор-
мулам: 

∑
−

=
=

1)(

1

ik

j
jix χ ; )(max0

)(
νν

ν
wyy

i
ikI

i ++=
∈

    (2) 

где )(ik  – номер вертикального блока, в котором начинается i-й прямоуголь-

ник;  – множество прямоугольников, предшествующих прямоугольнику i в 

блоке k(i). 

i
ikI )(

Теорема 2 (условия соответствия). Вертикальная блок-структура UBS, 
заданная списком S, соответствует допустимой упаковке RP с исходной ин-
формацией  W, m, w, l  в том и только в том случае, если при выполнении 
свойств 10, 20, 40, 50 справедливо следующее условие: 

60. Замещение. Если в некотором блоке j закончился один или несколько 
прямоугольников, , то новые прямоугольники +∈ jIi −

+∈ 1jIi  должны размес-
титься без перекрытия с другими в освободившихся и пустых областях. 

Списки S и S~  представляют собой план линейного раскроя, запись каж-
дого из блоков  – раскрой одного стержня с указанием их количества )~( jj SS

)( jj ηχ . Блок-структуры тесно связаны с решениями задач линейного раскроя. 
Задача линейного раскроя (Cutting Stock Problem, 1DCS). Имеется мате-

риал, поступающий в виде стержней длины Z. Путем его раскроя требуется по-
лучить набор из m различных предметов заданной длины iλ , mi ,1= , и в необ-
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ходимом количестве iβ  каждого вида mi ,1= . Требуется раскроить материал на 
линейные предметы (элементы) с минимальными затратами стержней. 

 
Задача 1DCS задается информационным вектором  βλ;;;mZ ; 

),...,( 1 mλλλ = ; ),...,( 1 mβββ = . Шаблон раскроя j может быть записан как 
, в котором перечислены номера i(j) предметов, получаемых 

по способу j. План раскроя S материала представляет совокупность из n записей 
шаблонов с указанием интенсивности 

( ),...(),...,(2),(1 jijj )

jχ  применения каждого из них, т.е.  

( )( )njjijjS j ,1,),...(),...(2),(1 == χ ; , ∑
=

=
n

j
jN

1
χ

где S – список шаблонов, N  – количество расходуемых стержней. 
 Задача прямоугольно-ориентированного линейного раскроя (Rectangu-
lar Oriented CS, ROCS). При исходных данных 2DSP и Z=W; w=λ ; lβ = , най-
ти допустимое решение задачи  1DCS, удовлетворяющее условиям 10, 20.  
 Допустимое решение задачи ROCS, назовем прямоугольно-
ориентированным линейным раскроем (Rectangular Oriented Linear Cutting, 
ROLC), ему отвечает вертикальная блок-структура, заданная парой (S; N). 

Учет ограничения 10 не представляет труда. Что касается 20, то продол-
женность элементов в соседних блоках удобно учитывать в рамках алгоритмов 
последовательного раскроя, когда шаблоны генерируются один за другим по 
мере их заполнения деталями из приоритетного списка π . Это – алгоритмы 
«следующий подходящий» (Next Fit, NF), «первый подходящий» (First Fit, FF), 
«лучший подходящий» (Best Fit, BF) и некоторые жадные алгоритмы. 

Для построения и оценки решений в задаче 2DSP важно знать не только 
длину L упаковки, но и ее нижнюю границу Λ . В качестве оценки решения 
многие авторы принимают относительное отклонение длины L от нижней гра-

ницы Λ , называемое пробелом, %100
L

Lgap Λ−
= .  

Локальная нижняя граница. Локальную границу можно получить путем 
решения задачи ROCS при  lwmWZ === βλ ;;;  методом следующий подхо-
дящий с перестановкой π , отвечающей решению L задачи 2DSP. Обоснование 
поиска локальной нижней границы для текущей RP базируется на свойствах 
представлений перестановками допустимых решений одномерной задачи упа-
ковки*). Рассматриваются перестановка π , отвечающие ей ROLC и упаковка 
RP. Алгоритм, воспроизводящий упаковку (раскрой) согласно ее кода, принято 
называть декодером. В качестве стратегии декодеров воспроизведения 

⇒π ROLC и ⇒π RP используем следующий подходящий (NF).  
Пассивные перестановки. Представляют интерес перестановки элемен-

тов в π, в результате которых получают упаковки с одинаковым количеством 
контейнеров, различающиеся только порядком размещения в них предметов. 
                                                 
*) В.В. Залюбовский. О представлении перестановками допустимых решений одномерной задачи упаковки в 
контейнеры // Труды XIII Байкальской международной школы-семинара. Иркутск. Том 1. 2005. С.461-467. 
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Назовем такие упаковки и отвечающие им перестановки π  и 'π  эквивалентны-
ми. Пусть известна NF-активная одномерная упаковка PNF ( )πβλ ),, , полученная 
алгоритмом NF для множества предметов ),(

(
βλ  в порядке, зад ереста-

новкой 
анном п

π . 
Определе иен  3. Обмен позиций элементов в списке π  назовем пассив-

ным, если применение NF к эквивалентному списку ' π  приведет к 
PNF ( )'),,( πβλ , эквивалентной исходной упаковке PNF ( )πβλ ),,(

 3. Пусть имеется блок-структура прямоугольной 
. 

Лемма упаковки RP в 
полубесконечную полосу ширины W множества предметов ),( lw  и ей отвечает 
ROLCNF ( )( )πβλ ,, . Тогда при любой 'π , эквивалентной π  ведливо нера-
венство N ( )

спра
= ( ) ( )( )',RP,,NF ,ROLC ππβλ l
твием из этой леммы является следующее утверждение. 

w≤ =L. 
Следс
Теорема 3. Решение ( )( )πβλ ,,NFROLC=N  задачи ROCS с исходной 

информацией lwWZ == =βλ ;; ой нижней границей , является локальн Λ  для 
любого решения )( )( ',,RP πlwL =  задачи 2DSP, где 'π  - перестановка, эк ива-
лентная 

в
π . 

Тео емр а 4. Оптимальное решение задачи ROCS с исходными данными, 
отвечающими RP, является глобальной границей для решения задачи 2DSP. 

Определение 4. Множество перестановок }{π , отличающихся друг от 
друга ент

овкой

 только перестановками пассивных элем ов, определяет ROLC-
окрестность прямоугольной упаковки RP. 

Установленная связь между перестан  π  и блок структурами ROLC 
и RP позволяет организовать поиск решения в ROLC-окрестности. При этом 
выполняется неравенство ( ) ( ) Λ=≥ ππ ,, ROLCRP NL , какие бы пассивные из-
менения в списке π не пр ерименты подтверждают 
эффективность предложенного метода поиска локального оптимума. 

В главе 3 представлены задачи одномерного раскроя-упаковки

оизошли. Численные эксп

 и основ-
ные м

т , р . 

ена общая характеристика известных безуровневых  и 
уровневых декодеров нижний-левый (Bottom-Left, BL) и усовершенствованный 

етоды их решения. Наряду с задачами одномерного раскроя, подробно 
описаны задачи прямоугольно-ориентированного раскроя и пригодные для ее 
решения алгоритмы. Особое внимание уделено методу последовательного 
уточнения оценок (Sequential Value Correction, SVC), идея которого связана с 
объективно-обусловленными оценками Л.В. Канторовича. Эта глава имеет 
важное вспомогательное значение. В начале главы описаны некоторые попу-
лярные методы решения задач одномерного раскроя и упаковки: релаксация 
линейным программированием; генетический алгоритм и метод последователь-
ного уточнения оценок. Далее приведена модель задачи прямоугольно-
ориен ированного раскроя ее особенности и методы ешения В заключение 
главы приведены результаты численных экспериментов и принцип разделения 
задач на классы по степени трудности достижения оптимума с помощью пред-
лагаемых алгоритмов.  

В главе 4 привед
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алгор

ые методы и алгоритмы конструирования прямоугольных упако-
вок. 

итм «нижний-левый» (IBL), представляющих альтернативу блочной тех-
нологии и развитые в работах западных ученых. Вычислительная сложность 
этих алгоритмов О (m2). Уровневые алгоритмы представлены простыми страте-
гиями «следующий подходящий» (NF), «первый подходящий» (FF) и «лучший 
подходящий» (BF). Их вычислительная сложность соответственно равна O (m), 
O(mlog(m)), O(mlog(m)).Определено их асимптотическое поведение в худшем 
случае. Далее приведены разработанные в диссертации способы декодирования 
на основе блочных структур: «замещение», «двойных списков блок-структур» и 
«блочные».  

Алгоритмы замещения (Substation, Sub). Рассматриваются одно- или 
малопроходн

Исходной информацией являются  W, m, w, l  и перестановка 
( ))(),...,(),...,(2),(1 πππππ mi= . По мере надобности задается признак возможно-

сти поворота детали в полосе. Однопроходные  з ме ения базиру-
ещения» (теорема 2). 

Замещение следующим подходящим (SubNF). Первый предмет из 

 алгоритмы а щ
ются на общем способе «зам

π  
упаковывается в полосу, занимая нижне-левую позицию, плотно прилегая к 
вой (о но

ны остаточной емкости 
блока

ле-
порной) грани полосы. Через правую сторону прямоугольника мыслен  

проводят вертикальную прямую. При этом выделяется блок, в который уже 
уложен прямоугольник №1. Каждый следующий предмет упаковывается пол-
ностью или частично в тот же блок, что и предыдущий, если позволяет ограни-
ченная сверху остаточная емкость. В противном случае прямоугольник уклады-
вается в нижнюю свободную позицию следующего блока. Алгоритм Sub(NF) 
имеет временную сложность )( 2mO  из-за необходимости формирования и по-
иска не заполненных блоков. В программной реализации разделения на блоки 
явно не присутствуют, при это ность алгоритма )log( mmO . 

Замещение первым подходящим (SubFF). На каждом шаге первый под-
ходящий предмет (его ширина не превосходит шири

м слож

) из π  помещается в частично заполненный по ширине блок. Если подхо-
дящего предмета не нашлось, то формируется свободная позиция следующего 
блока и в ее упаковывается первый подходящий из  н π  предмет. Алгоритм 
Sub(FF) требует )log( 2 mmO времени.  

Замещение лучшим подходящим (SubBF) является одним из вариантов 
жадного алгоритм ждая из бла, когда ка ок-корзин упаковывается с наименьшим 
остатко

стратегий NF, FF и BF. В первом случае использовались 
уровн

м. Далее этот способ и его модификации будем называть жадным за-
мещением (GSub). 

На рис. 3 и 4 приведены упаковки одного и того же набора прямоуголь-
ников с помощью 

евые структуры, во-втором – блочные. Длины упаковок, изображенных на 
рис. 4 соответственно равны: 5411 )( lllSubL ++= ; 312 )( llSubL += ; 

513 )( llSubL += . Сравнивая их с длинами 1L , 2L  и 3L  уровневых упаковок, за-
ключае  11 )( LSubL < ; 22 ) LSubLм: ( = ; 33 )( LSubL < . Преимуществом блочных 

я лучшее использование свободных ластей.  структур являетс  об
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Рис. 3 – Уровневые упаковки: а – стратегия NF; б – стратегия FF;  
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Рис. 4 – Упаковки блочной структуры, алгоритм Sub:  
а  BF 

 
Метод пер естве до-

полнительной процедуры в процессе конструирования упаковки. В диссертации 
она оп

йствам 1  и 2 . Определяющим для RP 
являе

ости, проведен численный эксперимент. Анализ результатов расчета с 
DRec

 – стратегия NF; б – стратегия FF; в – стратегия

естройки (Reconstruction, Rec). Выполняется в кач

исана в рамках алгоритмов Sub.  
Предположим, что получено частичное решение задачи ROCS. Оно пред-

ставлено списком S и удовлетворяет сво 0 0

тся выполнение свойства 60 размещаемости прямоугольников. Предполо-
жим, что для некоторой пары последних кортежей (j, j+1) при формировании 
свободной области нарушено это свойство. Тогда будем говорить, что при пе-
реходе с кортежа j к кортежу (j+1) возникла ситуация перестройки, а соответ-
ствующие области (j+1)-го блока назовем критическими. Для преодоления си-
туации перестройки предложены два переборных алгоритма: «сверху-вниз» 
(Up-Down Reconstruction, URec) и «снизу-вверх» (Down-Up Reconstruction, 
DRec).  

С переборными алгоритмами URec и DRec с целью исследования их эф-
фективн

 и URec алгоритмами позволяет высказать следующие соображения: 
• URec почти во всех случаях обеспечивает получение упаковок с лучшим 

значением показателя качества (коэффициента упаковки) 
• в трудных случаях время t расчета алгоритмом URec почти на порядок 

больше времени t с алгоритмом DRec;  
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• учитывая, что URec так же как и DRec не обеспечивает получение опти-
мального решения, рекомендуется к использованию быстрый алгоритм 

а первом решается за-
дача 

DRec. Возникающие при этом потери  компенсируются за счет выполнения 
большего количества итераций основного алгоритма. 

Метод поиска двойных блок-структур (Double Block Structure Search, 
DBSS). Алгоритм DBSS конструирует RP в два этапа. Н

ROCS при заданной перестановке π . На втором этапе решается задача 
ROCS* с учетом условий 30. Если решение удовлетворяет условию WN ≤* , то 
ROLC* – допустимо, остается найти координаты (x; y) упаковки. Однако пред-
ложенная переборная эвристика не гарантирует быстрого получени сти-
мой ROLC*. 

Декодеры блочной структуры. Блочный декодер BD разработан для ге-
нетического б

я допу

лочного алгоритма GBA. Там он применяется на этапе расшиф-
ровки π , полученного путем конкатенации блок-структуры упаковки. Вместе с 
тем BD ориентирован на формирование блочной структуры любой RP. В каче-
стве начального блока принимается полоса бесконечной длины. По мере упа-
ковки прямоугольников согласно π  формируют и модифицируют блоки. В 
блок-структуре хранятся фрагменты прямоугольников. Для добавления в блок-
структуру очередного прямоугольника необходимо также знать размеры пус-
тых участков, остающихся в блоках. Для этого предложено хранить ширину та-
кого участка в самой блок-структуре. При формировании блоков и их заполне-
ния используется стратегия «нижний-левый». 

Усовершенствованный блочный декодер (Improved BD, IBD). Под усо-
вершенствованием блок-структуры понимается корректное (в соответствии с 
размерами размещаемых прямоугольников) изменение длины блоков, ширины 
пустых участков, а также добавление новых блоков. Эксперименты показали, 
что алгоритм дает лучшие результаты, если в декодере на этапе размещения 
добавить простые эвристики, смещающие прямоугольник в пределах пустого 
участка. Применение эвристики для смещения прямоугольника зависит от слу-
чайной величины, разыгрываемой для каждого прямоугольника. Вычислитель-
ная сложность BD и IBD – O(m3). 

Развитие декодеров блочной структуры. Пусть имеется прямоугольная 
упаковка RP длины L  в полосу ширины и представлена ее вертикальная 
блок-

W  
структура S . Каждому блоку ν  поставлен в соответствие список  номеров 

прямоугольников, пересекающих ν -й блок ины  дл νχ . При этом легко вычис-
ляется и фиксируется x -координата каждого размещенного прямоугольника. В 
модификации нет априорного закрепления y -координаты за прямоугольником. 
Она может изменятся в процессе конструирования упаковки

 

 

аковку, по зара-
нее и

                                                

*).  
Свойство реставрации упаковки. Важной характеристикой декодера яв-

ляется его способность получить оптимальную безотходную уп
звестному оптимальному коду (приоритетному списку), т.е. способность 

правильно декодировать. Названо это свойство декодера термином «реставра-
ция». Алгоритмы SubNF, SubFF, BD и FBD обладают свойством реставрации. 

 
*) Модификация предложена Д.С. Назаровым, и названа нами плавающим блочным декодером (FBD) [23]. 
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Это было замечено нами и доказано при проведении экспериментов с безотход-
ными упаковками Е. Хоппер. 

Численные эксперименты. Проведены два численных эксперимента с 
задачами Е. Хоппер и B. Тартон серий C и N. В этих экспериментах задачи ре-
шалис

пе по 3 задачи. Вы-
ходн

ь с помощью детерминированных алгоритмов-декодеров. Эксперимент 1 
проведен на задачах серии C в заданном авторами порядке прямоугольников. 
Эксперимент 2 проведен на задачах серии NR, которые отличаются от исход-
ных задач серии N порядком следования прямоугольников. 

Эксперимент 1. Исходными данными являются задачи Е. Хоппер и 
B. Тартон серии C. Приведено 7 групп задач. В каждой груп

ыми данными являются коэффициенты раскроя (Cutting Coefficient, CC), 

%1001
WL

lw
m

i
ii∑

CC == , где L  – достигнутая длина допустимой упаковки. Экспери-

мент проведен с б
IFBD (нереставра  

мента 1, средние значения CC 
     декодеры блочной структуры 

лочными декодерами: BD, IBD, SubFF, SubNF, GSub, FBD, 
ционный FBD). Кроме того, приведены результаты алгоритма

BLF “нижний-левый” Б. Чазелле (B. Chaselle) с модификацией Е. Хоппер и 
B. Тартон. Эти данные взяты из диссертации С. Имахори. Средние значения CC 
по каждой группе задач приведены в табл.  1. 

 
Таблица 1 – Результаты численного экспери

Группа m W Оптимум BLF BD IBD SubFF SubNF GSub FBD IFBD
С  16, 17 20 20 89 100 88 0 88 1   100 100 84 10
С2 25 40 15 84 100 100 100 100 90 100 96 
С3 28, 29 60 30 88 100 96 100 100 84 100 96 
С4 49 60 60 95 100 93 100 100 87 100 90 
С5 73 60 90 95 100 87 100 100 87 100 92 
С6 97 80 120 95 100 93 100 100 80 100 91 
С7 19 7 6, 19 160 240 95 100 90 100 100 88 100 96 
Средн  Cее значение C 91 100 92 100 100 86 100 93 

 
Жирным шрифтом в таблице ел  лучшие чен коэффици ов 

,  алгоритмами, не обладающими свойством реставрации. Вре-
мя, за
0.1 

дка из задач Е. Хоппер и B. Тартон серии N. Это сделано с це-
лью и

оей усовершенствованной 
верс

 выд ены  зна ия ент
полученныеCC
траченное на решение одной задачи (C1-C6) Е. Хоппер и B. Тартон менее 

секунды, задачи серии C7 – 0.64 секунды. Мы на эту задачу затрачивали ме-
нее 0.09 секунд. 

Эксперимент 2. Исходными данными являются задачи NR, полученные 
изменением поря

сключения эффекта «реставрации» для декодеров FBD, IFBD, BD, IBD, 
SubNF и SubFF. Средние результаты численных расчетов (средние значения 
CC) приведены в табл. 2, выделены лучшие их них. 

Декодер IFBD показывает лучшие результаты, чем реставрационные деко-
деры FBD, BD и SubNF. Декодер BD уступает св

ии IBD. Декодеры SubNF и SubFF достигают лучших результатов, чем BD 
и IBD. Заметим, что в эксперименте 1 декодер SubFF показывает худшие ре-
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зультаты. Это демонстрирует зависимость эффективности алгоритмов от по-
рядка подачи прямоугольников на упаковку. По результатам экспериментов 
можно судить о тенденции алгоритмов IFBD и SubFF “быть лучшими”. 

 
Таблица 2 –Результаты численного эксперимента 2, средние значения CC 
Группа задач m FBD IFBD BD IBD SubNF SubFF 

NR1 17 67.2 77.2 73.0 72.4 73.0 77.5 
NR2 25 67.2 79.0 74.6 76.6 75.7 78.0 
NR3 29 68.0 80.8 74.0 78.9 78.4 77.9 
NR4 49 69.1 80.7 77.6 77.3 76.4 76.5 
NR5 73 69.9 84.5 81.1 83.0 79.7 81.7 
NR6 97 67.1 82.3 77.5 78.1 81.6 80.7 
NR7 197 68.3 83.0 82.2 82.6 87.0 84.3 
Среднее 68.1 81.1 77.1 78.4 78.8 79.5 

 
В описаны  мет локального поиска оптимума 

для  задач прямоугольной упаковки.  

оиска и отбора лучших решений. 
В осн

ляция размерности

 главе 5 эволюционные оды 
решения
Эволюционные алгоритмы (Evolution Algorithm (EA)) включают в себя 

группу метаэвристик, предназначенных для п
ове ЕА находятся элементарные понятия теории эволюции: наследствен-

ность, мутация, селекция. Основная идея ЕА состоит в построении некоторого 
множества решений оптимизационной задачи (популяции) и получении путём 
случайных действий новых решений взамен плохо пригодных старых. Хране-
ние информации о нескольких допустимых решениях на каждой итерации соз-
дает эффект параллельных вычислений и казалось бы, повышает шансы нахож-
дения оптимума. Вместе с тем алгоритмы с одной пробной точкой являются 
эффективными. Это относится и к скорости решения и получению качествен-
ных результатов. Мы пришли к этому заключению экспериментальным путём. 
Разработан ряд эволюционных алгоритмов для решения задач упаковки. В дис-
сертации приведен эволюционный алгоритм (1+1)-ЕА, генетический классиче-
ский алгоритм (GA) и генетический блочный алгоритм (GBA). Все алгоритмы 
работают с декодерами блочной структуры. 

Ключевыми моментами EA являются механизмы отбора особей с хоро-
шей пригодностью. В общей схеме EA попу  ς  определяется 
как вектор ),...,,( 21 ςsss=Π , компоненты ς,1, =isi  которого являются особями. 
Предположим, что имеется некоторый алгоритм Init для построения начальной 
популяции зованию попул на каждой итерации применя-
ются операторы сТ  – селекции, рТ  – репродукции и вТ  – выживания, предна-
значенные соответственно – для выбора родительских особей, построения но-
вых особей и отбора их в новую опуляцию. Кроме о, используется опера-
тор MT  – мутации, который выводит особи из текущей окрестности. Простые 
эволюционные стратегии (1+1)-EA и (1, 

)0(Π . К преобра яции 

 п тог

λ )-EA предложил И. Рехтенберг 
(I. Rechtenberg) в связи с решением задач непрерывной оптимизации. Подроб-
нее остановимся на одноточечной стратегии )1(1+ -EA.  
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Общая схема стратегии )11( + -EA для решения задач 2DSP. В эволюци-
онных алгоритмах для задач 2DSP в ка е осочеств бей выступают блок-
структуры упаковок. Помимо о  в ЕА принято рассматривать их генотипы, 
представляющие множество особей с одинаковой пригодностью Λ генотипа. В 
качестве генотипа для (RP, 

собей

π ) выступает прямоугольно-ориентированный ли-
нейный раскрой (ROLC, π ) с пригодностью Λ, и ему отвечают особи в виде 
блок-структуры RP различно  длины L ≥ Λ. Пара (генотип ROLC, особь RP) 
воспроизводится из одног и того же кода 

й
о π  (перестановки), несущего смысл 

хромосомы особи. Приведем одну из схем этого алгоритма для задач 2DSP. 
Эволюционный алгоритм (1+1)-ЕА, который часто называют «наивным», 

работает с входной информацией lwmW ;;; . Результатом работы каждого эта-
па а

я информ
лгоритма являются упаковка RP, закодированная в виде блок-структуры 

BS, её длина L. Исходная и текуща ация подвергаются эволюционным 
преобразованиям. При этом популяция содержит только одну особь – прямо-
угольную упаковку RP, её генотип – прямоугольно ориентированный раскрой 
ROLC и код (хромосому) – перестановку π. Качество решения определяется 
показателями Λ=N и отклонениями (gap в %) решения L от Λ – локальной и LB-
глобальной нижней границы (Lower Bound (LB)): 

gap (Λ) = 
L

L Λ− ; gap (LB) = 
L
LBL − .    

Блочная  (1  в
В

 схема +1)-ЕА с поиском  ROLC-окрестности 
ход: lwmW ; . ;;

0. 1 +Применить Init: k=0; рекорд R=∞; ),...,,( 0000
mππππ = ; :=2 1k k . 

1.  k = 1 до maxkk =  выполнять: Для 

 1.1. (ROLC k ; kΛ ):=T  ( 1−kπ  => ROLC, Λp ); выполняется декодером, 
ов π  (хромосому) в ROLC (генотип) с показателем воспроизводим пер ку естан

пригодности Λ ; 
 1.2. вT (ROLC k ): если Λ  ≥ R и maxkkk < , то перейти на 3, иначе 

 1.3. (RP ; k kL ):= ROLC RP, L ; 

):  

р
k kk

T ( k ⇒ ), );min( RLR k=

 1.4. вT (RP  если L Λ> ритерий и к  окончания поиска в окрестности 

не выполнен, то перейти на 2, иначе если  kkL Λ=  перейти на 3, иначе если 
 

 π ); k:=k+1, :=

maxkk =  п ейти на 4. 
2.  Мутация в ROLC-окрестности: 

ew :=TM (ROLC

ер

k
n

k  kπ 1−k
newπ ,  выполняется перестановкой 

 последующей конкатенацией. Перейти 
а 1.3. 

:=TM (OutROLC ): k:=k+1, :=

пассивных элементов в блоках ROLC с
н
3.  Мутация вне окрестности ROLC: 
 kπ k k 1−k , перейти на 1.1. π newπnew
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4 ц. Найдена лучша  упаковка. 
 : <RP; L; gap Λ;  LB; k –  итераций> 
.  Коне я

Выход gap количество
Н зличных декодеров и операторов приё-

ов м ском локально-
го о

-
мир

LC и
чающий ему генофонд ределяют окрестность, в которой далее реализуется 

экспериментов являлось 
сравнение эффективности эволюционных алгоритмов: (1+1)-EA, генетического 
блочн

-
рован ы параметры: W=1000 - 
шири

а базе (1+1)-EA с применением ра
м утации можно конструировать различные алгоритмы с пои

птимума в ROLC-окрестности и приближением к глобальному оптимуму. 
Генетический блочный алгоритм (Genetic Block Algorithm, GBA). Пусть 

задана исходная информация для решения задачи 2DSP. На ее основании фор
уется задача 1DCS. Решая эту задачу с учетом ограничений 10 и 20, получа-

ем ROLC и значение Λ  функции цели. Плану линейного раскроя отвечает 
блок-структура, вообще говоря, не являющаяся прямоугольной упаковкой. 
Кортежи (блоки) расположены в установленном v=1,2,… порядке и связаны 
друг с другом. Это позволяет интерпретировать их как гены. Тогда блочную 
структуру, соответствующую ROLC, можно интерпретировать хромосомой, 
содержащей сцепленные между собой гены (кортежи), которые расположены 
«слева-направо». Местоположение определенного гена в хромосоме является 
локусом, а альтернативные формы одного и того же гена, расположенные в 
одинаковых локусах хромосомы, интерпретируются аллелями. Хромосома, со-
держащая в своих локусах конкретные значения аллелей, является генотипом. 
Конечное множество всех допустимых генотипов образует генофонд. Числен-

ность генофонда популяции в множестве эквивалентных ROLC, k = !
1

∑
n

v
vr , где rv 

– количество пассивных в блоке v элементов. Фиксированный RO  отве-

поиск локального оптимума. В качестве ареала – области, в пределах которой 
только и могут встречаться особи, участвующие в эволюционном процессе, 
рассматривается область поиска RP. В общем случае экстремальной задачи 
2DSP популяция соответствует совокупности допустимых решений. С помо-
щью основных генетических операторов кроссовер кТ и селекция сТ  может 
быть найдена особь с показателем L=Λ. Далее ареал расширяется за счет мута-
ции перехода к новой окрестности, например введ ия, удовлетворяющих 

только условию 10, ROLC. Численность генофонда k = !
1

! ∑
n

v
vrn  

Численные эксперименты. Целью численных 

=

оп

ен

=

ого алгоритма (GBA) с известными методами: классическим генетиче-
ским алгоритмом (GA) и мультиметодным генетическим алгоритмом (GMA). 

Здесь приведен небольшой срез экспериментов. 
Эксперимент 3.1. В качестве исходных использовались данные, сгенери
ные случайным образом. При этом были задан
на полосы; m=20; 40; 60; 80; 100 - количество прямоугольников; );( ii lw  - 

размеры i-го прямоугольника, mi ,1= . 
Расчеты проводились на ПЭВМ Pentium III-933 для трех наборов д-

ных данных с параметрами: 1

 исхо
ν  - нижнее ограничение ширины прямоугольника, 
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т.е. Wi ⋅≥ 1w ν ; 2ν - верхнее ограничение ширины, т.е. Wwi ⋅≤ 2ν ; 1ϖ  - нижнее 
ограничение длины прямоугольника, т.е. Wli ⋅≥ 1ϖ ; 2ϖ - верхнее ограничение 
длин W⋅ы, т.е. ≤li 2ϖ . 

Набор №1: 1ν =0.10; 2ν =0.50; 1ϖ =0.15; 2ϖ =0.50 (большой разброс разме-
ров прямоуг ). ольников  

=0.25; =0.40; =0.35; Набор №2: 1ν 2ν 1ϖ 2ϖ =0.60 (средние и крупные пря-
моугольники). 

1νНабор №З: =0.10; 2ν =0.15; 1ϖ =0.15; 2ϖ =0.20 (мелкие прямоугольни-
ки). 

В каждом классе зад  и для ждого ора было просчитано по 100 
прим
оцен

ач ка наб
еров. На основании интегральной теоремы  этого  для 
к

Лапласа достаточно
и эффективности алгоритмов. Средние результаты решения в виде коэф-

фициентов раскроя (Cutting Coefficient, СС) записаны в табл. 3. Показателем 

эффективности служит коэффициент СС= )(
1

WLlw
m

i
ii ×∑

=
. Для решения исполь-

зовались эволюционные алгоритмы, реализованн  (1+1)-EA и гене-
тического метода GA. Первая группа ((1+ ает E(Sub) – наивный 
алгоритм с декодером Sub; E(DBS) – наивный алгоритм с использованием 
двойных блок-структур; E(GSub) – наивный алгоритм с жадным замещеним. 
Во второй группе, генетических алгоритмов, в эксперименте участвовали GMA 
– генетический мультиметодный алгоритм И.П. Норенкова и GA(BL) – класси-
ческий генетический алгоритм с декодером «нижний-левый». 

Жирным шрифтом в табл. 3 выделены лучшие значения коэффициентов 
СС. Анализируя результаты, можно сделать следующие выводы: 

ые по схемам
1)-EA) включ

в средних или мелких габаритов (наборы №2 и №3); 

еско-

всех  
при  GМА и E(GSub) возрастает. 

• эффективность эволюционных алгоритмов блочной структуры 
(E(Sub), E(DBS), E(GSub)), реализованных по схеме (1+1)-EA мало 

д  зависит от выделенных наборов анных и от количества m прямо-
угольников; 

• лучшие решения получены с помощью блочных алгоритмов для пря-
моугольнико

• E(DBS) дает лучший коэффициент раскроя по сравнению с E(Sub); 
• блочные схемы значительно эффективнее традиционного генетич

го алгоритма GA; 
• для набора №1 (разброс различных размеров прямоугольников) луч-

шие результаты показал алгоритм E(Gsub); 
• мультиметодный алгоритм И.П. Норенкова по своей эффективности  

мало отличается от схемы двойных списков. Он показал лучшие реше-
ния для набора №1 смеси прямоугольников различных размеров; 

• лучшие результаты среди всех испытываемых алгоритмов демонстри-
рует E(GSub). 

Заметим, что временные затраты были отведены примерно равные для 
 алгоритмов и увеличивались до 60 секунд по мере роста m. Заметим, что

 m>100 эффективность
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 Таблица 3 – Результаты численного эксперимента 3.1 

Набор №1 
алгоритмы с блочной структурой генетические алгоритмы 

 
m 

E(Sub) E(DBS)  E(GSub) GA(BL) GMA 
20 93.11 94.65 94.00 89.76 94.27 
40 92.41 94.03 95.00 89.65 94.70 
60 92.52 94.10 95.46 88.85 95.62 
80 92.34 93.87 96.03 88.34 95.57 
100 92.7 93.91 96.10 87.83 95.80 

 
 №2 Набор

алгоритмы ой стру  генетические алгоритмы с блочн ктурой
 

m 
E(Sub) E(DBS)  E(GSub) GA(BL) GMA 

20 94.55 92.86 88.25 90.67 85.22 
40 93.74 94.19 91.75 92.10 93.22 
60 93.82 94.65 93.93 91.51 93.61 
80 94.54 94.22 94.27 91.27 94.29 
100 94.37 94.37 95.20 90.62 95.21 

 
 №3 Набор

алгоритмы ой стру  генетические алгоритмы с блочн ктурой
 

m 
E(Sub) E(DBS)  E(GSub) GA(BL) GMA 

20 92.00 91.90 89.28 85.06 90.12 
40 93.29 94.04 92.76 92.19 92.83 
60 94.00 93.56 94.09 92.16 93.42 
80 93.70 94.32 94.13 92.00 93.31 
100 94.10 94.88 94.54 91.72 93.84 

 
кспе т 3. одные ые для экспери  взяты из ста-

тей Berk . Ван и артелло иго. Эти дан-
ные использованы А. Бортфельдом при  генетического алгоритма 
SPGA

ной структурой 

Э римен 2. Исх  данн этого мента
 И. Беркли (J. ley), П г (P. Wang)  С. М , Д. В

 тестировании
L, разработанного им на базе уровневой технологии. В эксперименте 

участвовал также генетический алгоритм с декодером «жадное замещение» 
(GA(GSub)). Для сравнения приведены значения нижней границы, полученные 
с помощью линейного программирования с учетом условия 10. Результаты экс-
перимента сведены в таблицу 4. Наборы данных состоят из 10 классов и 50 
подклассов. GA(GSub) работает лучше для 7 из 10 классов и для 30 из 50 под-
классов. Для сравнения приведены лучшие результаты A. Иори от 2002 г. 
GA(GSub) работает лучше во всех классах. Только в 2-х подклассах результаты 
A. Иори превосходят GA(Sub). В среднем для всех 500 задач, результаты, пред-
ставленные A. Иори, А. Бортфельдом и полученные блочными алгоритмами в 
виде отклонений (gap) от нижней границы составляют 3.05, 2.21, 2.13. Лимит 
расчетного времени – 60 сек. для всех алгоритмов. При лимите в 360 сек. ре-
зультаты с отклонением 1.85 показал алгоритм E(GSub).  

 
Таблица 4 – Результаты эксперимента 3.2 

Класс W Ниж- lori  алгоритмы с блоч
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SPGAL GA(GSub) GBA(IBD) E(GSub) няя 
грани-
ца LB 

et.al
20

дли %) дл )

02 
gap
(%) 
луч-
ший

на L gap ( ина L gap (%) дли ) длина L gap (% на L gap (%

С1  10 187,20 0,62 188,08 0,75 187,98 0,59 188,46 0,89 188,12 0,65 
64,50 1,93 60,74 0,84 61,22 1,23 61,30 1,21 61,30 1,35 С2  30 

С3  40 504,10 513,40 2,52 511,58 1,99 516,82 2,75 511,92 2,08 3,08
С4  100 193,50 4,80 197,90 3,08 199,66 3,22 200,36 3,17 200,16 3,49 
С5  100 1  1646,98 2,53 1640,14 1653,78 1  613,20 3,12 2,08 2,77 640,88 2,13 
С6  300 506,40 5,62 524,68 4,67 527,74 4,44 532,22 4,56 528,70 4,52 
C1-C6 среднее 3,20 521,96 2,40 521,39 2,26 525,49 2,56 521,85 2,37 
С7  100 1577,80 1,18 1592,70 1,22 1591,40 1,13 1595,82 1,35 1591,40 1,13 
С8  100 1397,90 5,77 1442,12 3,66 1446,38 3,60 1470,48 4,81 1451,82 3,97 
С9  100 3343,10 0,07 3346,70 0,12 3346,16 0,07 3346,16 0,07 3346,16 0,07 
С10  100 909,20 4,58 933,34 3,04 937,28 3,19 946,82 3,92 942,42 3,66 
С7-С10 среднее 2,90 1828,97 2,01 1830,31 2,00 1839,82 2,54 1832,95 2,21 
С 11- С 0 среднее 3,05 1175,47 2,21 1175,85 2,13 1182,66 2,55 1177,40 2,29 

 
Глава 6 з а  с р я о я 

б у и д ог ь а а -
щая синтез эволюционных алгоритмов с различными декодерами блочной 
струк

ВЫВОДЫ

1. Разработана многофункциональная те чных структур моделиро-
вания методов  позволя-
ет кодировать и декодировать упаковки путем их сведения к задачам линей-

рованы и доказаны необходимые и достаточные условия соответствия блоч-

аключительн я, в ней ра смат иваютс : общая техн логи
лочных структ р для решен я за ач орт онал ной уп ковки, предст вляю

туры и примеры применения разработанной блочной технологии к реше-
нию некоторых других задач раскроя и упаковки. Это задачи упаковки в листы 
(контейнеры); параллелепипедные упаковки; прямоугольные упаковки в откры-
тый квадрант и задача прямоугольного покрытия. Для всех рассмотренных за-
дач и методов их решения проведены численные эксперименты и на основании 
их результатов сформулированы выводы о высокой эффективности блочной 
технологии для решения приведенных в диссертации задач. Описаны примеры 
использования методов и алгоритмов в промышленных разработках: при расче-
те подетальных норм расхода материала в раскройно-заготовительных цехах 
машиностроительных предприятий; упаковке товаров на складах и при транс-
портировке; проектировании размещений газоанализаторов; и другие. 

Представленные в диссертации разработки и исследования являются от-
крытыми. Дальнейшему развитию и применению блочной технологии посвя-
щен последний раздел этой главы. 

  

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И  
 

хнология бло
 решения для задач ортогональной упаковки, которая

ного раскроя, конструировать алгоритмы локального поиска и оценивать по-
лученные решения.                                                                                    . 

2. Предложен новый способ кодирования блочными структурами. Сформули-
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ных структур и упаковки, заданной прямым кодом. Установлена связь из-
вестных кодов с блок-структурами. Это позволяет использовать в качестве 

локального оптимума в окрест-

4. 

ользовании в качестве конструктивных эвристик, 

5. 

ицированы согласно блочным структурам. Резуль-

6. 

 

7. 

 показали: высокую эффектив-

ся 

е содержание работы полностью раскрывается в следующих пуб-
ликац

1. А С. Мухачева. Задачи двухмерной упаковки в контейнеры: новые подхо-
ды к разработке методов локального поиска оптимума / А.С. Мухачева, 

исходных различные способы кодирования.  
3. Введена новая локальная нижняя граница и предложен способ ее достиже-

ния. На этой базе разработаны новый алгоритм проектирования упаковки с 
оценкой решения, полученной как отклонение в % от локальной или гло-
бальной нижней границы и алгоритм поиска 
ности одномерного раскроя соответственно с допустимым или оптимальным 
значением функции цели. 
Блочная технология использована для разработки новых алгоритмов конст-
руирования упаковок (декодеров): декодеры замещения, декодер «поиска 
двойных блок-структур» (DBSS), «блочные» декодеры. Они показали свои 
преимущества как при исп
так и при включении в схемы эволюционных алгоритмов. Их применение 
позволяет сократить отходы при упаковке  в среднем в 2-3 раза. Кроме того 
их одномерная структура облегчает учет технологических и иных производ-
ственных ограничений. 
Модифицированы эволюционные алгоритмы с использованием декодеров 
блочной структуры: (1+1)-ЕА  и генетический алгоритм GA. Предложен и 
детально разработан генетический блочный алгоритм GBA, в котором эле-
менты генетики идентиф
таты численного эксперимента подтвердили преимущества эволюционных 
алгоритмов с блочными декодерами по сравнению с другими алгоритмами. 
Разработанные блочные алгоритмы локального поиска и конструирования 
ортогональных упаковок синтезированы в общую технологию решения за-
дач упаковки, позволяющую пользователю генерировать подходящие пути 
решения с выбором удобных для включения дополнительных ограничений и
алгоритмов.                                                       
Блочная технология методов конструирования упаковок применена для ре-
шения различных задач упаковки и раскроя: упаковки в контейнеры (листы); 
параллелепипедной упаковки; упаковки в открытый квадрант; простейшей 
задачи покрытия. Результаты эксперимента
ность применения генетического алгоритма с блочным декодером для зада-
чи контейнерной и параллелепипедной упаковки. Впервые удалось решить 
задачу упаковки в открытый квадрант с применением пары блок-структур. 
Блочная структура покрытия оказывается удобной для обхода запрещенных 
областей.  

В целом блочная технология открыта, она модернизируется и пополняет-
новыми алгоритмами. 

 
Основно
иях: 

Монография: 
.
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СПИСОК СОКРАЩЕНИЙ 
 

(1+1)-EA – (наивный) эволюционный алгоритм 
1DBP – задача одномерной упаковки в контейнер  
1DCS – задача одномерного раскроя  
2DBP – задача упаковки прямоугольников в контейнеры  
2DSP (1.5DBP) – задача упаковки прямоугольников в полосу  
2DAP – задача прямоугольной упаковки в открытую область (квадрант) 
BD  – блочный декодер  
BF – лучший подходящий  
BL – нижний-левый  
BS – блок-структура  
C&P – раскрой-упаковка  
CC – коэффициент раскроя  
DBS – двойная блок-структура  
DBSS – метод поиска двойных блок-структур  
DRec – Rec алгоритм «снизу-вверх» 
EA – эволюционный алгоритм  
ES – эволюционные стратегии  
FBD – плавающий блочный декодер  
FF – первый подходящий  
GBA – генетический блочный алгоритм 
GA – генетический алгоритм  
GMA – генетический мультиметодный алгоритм 
gap – отклонение в % от нижней границы 
GSub – жадный Sub 
HBS – горизонтальная блок-структура  
IBD – усовершенствованный блочный декодер 
IBL – усовершенствованный нижний-левый,  
LB – нижняя граница  
NF – следующий подходящий 
Rec –перестройка  
ROCS – прямоугольно-ориентированная задача линейного раскроя  
ROLC – прямоугольно-ориентированный линейный раскрой  
RP – допустимая прямоугольная упаковка 
SS – поиск сумм подмножеств  
Sub – алгоритм замещения  
SVC – метод последовательного уточнения оценок  
TS – поиск с запретами  
UBS – вертикальная блок-структура  
URec – Rec алгоритм «сверху-вниз»  
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