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УДК 624.043.2:539.52.001.2 
Ю.К. С и р а з у т д и н о в

К РАСЧЕТУ КОНСТРУКЦИЙ С УЧЕТОМ УПРУГО-ПЛАСТИЧЕСКОЙ 
РАБОТЫ МАТЕРИАЛА

При решении физически нелинейных задач строительной механи­
ки особое место занимают вопросы наиболее точной и' оптимальной 
аппроксимации нелинейной диаграммы упруго-пластичных материа­
лов. Хотя таких зависимостей предложено множество, но они доста­
точно точно отракают действительную диаграмму растяжения только 
тогда, когда диаграмма разбита на ^астки и аппроксимирована на 
каждом участке в отдельности [ I ] .

При использовании этих зависимостей необходимо заранее знать 
напряженно-деформированное состояние элемента конструкции, чтобы 
выбрать соответствующую <з (£ (,)•  Естественно применение их в 
практике расчета вызывает значительные трудности. Но установле­
ние действительной картины напряженно-деформированного состояния 
при упруго-пластических деформациях и более полное использование 
прочностных свойств материала является одним из важных резервов 
снижения веса конструкции.

В данной работе предлагается единое аналитическое выражение



gerpauuu растяжения при упруго-пластических деформациях материа- 
* на основе ее единый метод расчета конструкций, работающих в 

«(ругой и пластической областях.
Для этого диаграмму растяжения разбиваем на несколько учасг- 

Lqj таким образом, чтобы на каждом участке сравнительно просто 
записывалось бы аналитическое выражение зависимости ег С£ ).  Но 
■та запись долина достаточно точно аппроксимировать действитель- 
0jc диаграмму растяиения материала. Например, диаграмму с площад- 
ioif текучести разбиваем на три участка: первый - упругий, где 
применим закон Гука; второй - охватывающий площадку текучести и 
третий, где учитывается упрочнение материала. Для объединения 
долитических выражений различных участков в единую запись ис- 
дэдьзуем единично- прерывистую форму Ю.А. Радштга [ 2].

Тогда аналитическое выражение диаграммы растяжения материа- 
ia с хорошо выраженной площадкой текучести (рис. I )  можем пред­
ставить в виде:

I

Р и с.' I

ЕФ(ег 1 ^ с - !Гг )+/(£)<р (К  ).
< ,е с ь  </’ ; ) ,  ф  (  Е г ) ,  V " С с..

Формы, которые кмеит вид
$ itr  ) - 7 7 . , '/ ( с - -г ) ! ;
^ 2 .7  /77 7 *' 7  / , ь -7Г 1] ;

^  *̂’г ) - О,'’ 11 , 0' I, >■' ) I *

.ЛИi: ЧН 0“ П Jft  ...

( I )

детые

(2)



пределу текучести и началу упрочнения;
/'( £) - функция, учитывающая упрочнение материала.

Учитывая, что кривая упрочнения получается экспериментальным 
путем, аналитическое выражение ее может быть получено методом 
наименьших квадратов. Часто достаточную точность получим, если 
эту кривую будем искать в виде f (£ T ) =//; (t'-£‘T ) +- /7, ( е-?'т ,
где S - полная деформация. Например, для указанной на рис. I 
диаграммы ( £т = 0,024) примем m = 2 , тогда получим 186 лг/W 
/7, = -602 кг/мм2.

При 04 б \< £г в выражении ( I )  Ф ( е г ) =1; <f>(sr ) =0;
(р($') = 0 и тогда напряжение вычисляется согласно закону Гука 
0 - £ Е .  Когда Sr s<€4 с'т , тогда Ф (е г ) = 0. Ф(£г ' - I ,  
<Р(£‘Г )= 0 и следовательно, б = вг ■ Если £r4£4£g0 , 
то ф(ет ) = О, <Р(£Г ) = I ,  СР (£ Г ) = 1  и напряжение вычис­
ляется с учетом упрочнения в = 6Т / (с ) ■

Из предложенной зависимости ( I )  как частные случаи, вытекают 
диаграммы растяжения упругого, идеально упруго-пластичного, 
идеально жестко-пластичного материала, а также материала без пло­
щадки текучести. Например, если £г = ф , ф £ е ) = ф(е 'т ) ,  
то из выражения ( I )  получим запись аналитического выражения диа­
граммы растяжения материала без площадки текучести

Выражение ( I )  и ( I  а) устанавливают зависимость напряжения 
от деформации в упругой и пластической областях при активном наг­
ружении. Заметим, что эти выражения могут быть использованы не 
только при активной деформации.

Для этого примем обычные допущения:
1. При разгрузке и последующем нагружении до точки, где на­

чалась разгрузка, зависимость в ( £ ) подчиняется закону Гука. 
При дальнейшем нагружении, когда уже достигнута точка начала 
разгрузки, диаграмма растяжения совпадает с диаграммой, получен­
ной при активном нагружении.

2. В течении расчетного времени зависимость в  ( g ) прсд-

( I  а)



полагается неизменной, т.е . явлением ползучести материала можно 
пренебречь.

Принятые допущения расширяют пределы применимости выражений 
( I )  и (1а). Теперь эти выражения справедливы и при нагружениях с 
разгрузками и даже при приложении силы обратного знака, если она 
не вызывает пластические деформации обратного знака. Составлена 
небольшая программа, позволяющая использовать эти зависимости при 
машинном проектировании:
&пл : = О  j t'm ' h ■ ? : = £ - £пл j

lf£ 4 £ m  then Segcn <Р (£ r )  ■■ = 1; Ф  (£ r )■ ^ О i Р (£ 'т )- = 0 ;
( 1 ) ;  j o  t o  M ; end\ e l s e  d e g i n  i f  £*£ ej- t h e n

b e g i n  ф ( е г ) :  =  0 ;  Ф (  £ту  = / ; ф  ( e ' r  у ~ 0  £m ■■=£■, e n d ;

e lse  Seg in  Ф  (ет)--=0; <Р(ет )--=1 ;  Ф ( е г )-=1- em --=е-, end-,

(1)-, £т := в / Е ; епл ■■ = £ - £r ; до to М ; end ■

Заметим, что выражения ( I )  и ( I  а) устанавливают зависимость 
0 ( е ) ,  но обратная зависимость S ( в  ) не всегда может быть по­
лучена без учета фактора времени. Это обусловлено наличием пло­
щадки текучести в диаграмме.

На простейшем примере покажем 
преимущество предложенного метода.
Рассмотрим стержневую систему из 
трех стержней, соединенных в узлах 
шарнирно (рис. 2). Допустим, что 
требуется вычислить величину силы 
' Р  по заданной деформации £ пер­
вого (или второго) стержня, а так­
же разрушающую силу Рраз .Диаграмма 
растяжения материала показана на 
рис. I .  При изменении величины е 
(или соответственно Р  ) получим 
Различные зависимости в1 = /, ( о , ) 
и ®г = f i  ( t, ) в элементах системы.

В нашем простейшем примере с учетом симметрии системы полу­
чим шесть возможных комбинаций напряженных состояний элементов



систем. Так например, в первой стадии работы, когда величина силы 
достаточно мала, все стерши будут испытывать упругие деформации, 
а во второй - средний стержень окажется в пластической, крайние - 
в упругой области и т.д . В последней стадии все стержни могут на­
ходится в области упрочнения.

Таким образом, при расчете существующими методами [ I ] ,  мы 
должны каждый раз устанавливать в которой из возможных комбинаций 
находятся элементы системы. Затем записать соответствующие зави­
симости &>-/, ( t i ) , б' =/, (е г ) и тогда вычислить А/, , А/г , 
а затем из условия статики - Р . Замкнутого решения не имеем.

Теперь рассмотрим решение задачи при использовании предло­
женной зависимости. Пусть нам дана деформация £, . Тогда с уче­
том выражения ( I )  и условия совместности деформаций £г =£,cos2oc
условие статики Р  = N1 i-2N?cos<x. представим в виде

Р = ‘‘■ V Pi cPj С ̂ r)  ̂ Pj @т Ф/ (£т )  ̂/  (£ ) /> Фг- ( £т ) +
+■ 2в1ЕГг Фг (е т ) cos л  -  Рг втФг (£T ) Co s & + f  (£)F2 <P2 (£'r ) c o s * .

Индексы в единично прерывистой форме ( I )  и (2) показывают к 
какому стержню относится ф (<£>), т .е . в выражении Ф1 (£ Г ) 
вместо s записываем деформацию первого стержня £) , а в ф, ( t:T) 
соответственно С2 . Выражение (3) дает зависимость р  от £ , при 
любом напряженно-деформированном состоянии системы. Причем, еди­
нично-прерывистые формы автоматически выбирают зависимости, соот­
ветствующие данному напряженно-деформированному состоянию элемен­
та.

Пусть сила Р  достигает в рассматриваемой системе наиболь­
шего значения ( Р=Р„аз) при = свр . Тогда подставляя это зна­
чение Е1 , в выражение (3) вычислим Р= Рра3-

Иногда деформирование расчетной схемы вызывает значительное 
перераспределение усилий в системе. Это особенно заметно при боль­
ших пластических деформациях. При деформировании системы (рис.2) 
i f  Я В/ ( { , + & { , )  , а до деформации tyac = ДВ/С,- Тогда де­
формированный угол Ху вычислим из выражения «у = агс /у ( (у<х)/(1+щ 
Подставляя полученное значение угла оСу. в выражение (3 ), получим 
величину силы Р  и Рраз , вычисленную по деформированной схеме.

Составлена программа для ЭЦВМ типа "Наири", которая позво­
ляет по заданной £■, , вычислить действующую силу Z7 и напряже­
ния <з в каждом стержне деформированной и недеформированной



схеме, а такие величину остаточках напряжений в стержнях системы 
при разгрузке. Вычисленные по этой программе величины разрушающих 
нагрузок системы (см. рис. 2) при Ft = гг - 10 сы  ̂ приведены в 
*аблице ( - величины разрушающих нагрузок, вычисленные без
учета пластических свойств материала, Рипл - в предположении 
идеально упруго-пластического материала и Рс с учетом упроч­
нения).

Т а б л и ц а

(К
Схема расчета
разрущающей
нагрузки Pfкг

Рипл
кг

Рилл
pf

р сУп К Г
Рсу„ Рсу 7

Рил п

Без учета деформ, 
системы 72755 74240 1,02 II6448 1,6 1,56

10° В % увеличении 0,001 0,05 0,31

По деформ, 
схеме 72761 74275 1,02 II68I0 1,61 1,57

Без учета деформ, 
системы 57475 68301 1,19 104402 1,82 1,53

30° По деформ, 
схеме 57506 68554 1,19 107629 1,87 1,57

В % увеличении 0,05 0,37 3,09

Без учета деформ, 
системы 42677 60355 1,41 87184 2,04 1,44

45° По дефоры, 
схеме 42710 60772 1,42 92767 2,17 1,55

В % увеличении 0,08 0,69 10,91

Без учета дефоры, 
системы 31250 50000 1,8 67343 2,15 1,35

60° По деформ, 
схеме 31267 50445 1,61 72445 2,32 1,44

В % увеличении 0,05 0,09 7,58



В данном примере разрушающая нагрузка, вычисленная с учетом 
упрочнения материала в I , 6-2,3 выше,чем нагрузка Рр и примерно в 
1,5 раза выше, чем нагрузка, вычисленная в предположении идеально 
упруго-пластичного материала. Расчет по деформированной схеме 
увеличивает Рраз до 11% при больших пластических деформациях, а 
на Ру и рипд влияет пренебрежимо мало. Таким образом, решение 
поставленной задачи с использованием выражения ( I )  оказалось дос­
таточно простым.

Далее рассмотрим использование предложенной зависимости ( I )  
при расчете бруса на изгиб в пределах применимости гипотезы плос­
ких сечений. Пусть сечение с высотой 2h .верхняя половина которо­
го показана на рис. 3, имеет две оси симметрии. Материал работает 
одинаково на растяжение и сжатие. Диаграмма растяжения его показа­
на на рис. I .  Допустим, что задан радиус кривизны изогнутой оси р 
или задана наибольшая линейная деформация в сечении £тах. Требу­
ется вычислить изгибающий момент М и остаточные напряжения в 
сечении при разгрузке.

max имеет ВИД Smax^h/j). В ВЫрЭЖв
подставим значение 0

Зависимость между /> и £, 
ние момента внутренних сил М= le^d 
из выражения ( I ) :  {
P, = j e E P ( e T ) y d F ,  J e r cp(er )ydF + J '/  ( £)Ф  (dT)y d  F . ( I  6)

При £ > £T Ф  ( cT) = 0 ■ Следовательно, подынтегральное вы­
ражение первого слагаемого ( I  б )отлично от нуля только вблизи от 
нейтральной линии сечения при (с “ * рис. 3). Площадь



поперечного сечения, расположенную между линиями от у= — /?, до 
* обозначим через Fr . Тогда учитывая, что £ = У/р пер- 

интеграл выражения ( I  б) преобразуем
^ B V ( £ r ) y d F ^ - j - j y ld F —j r ^ ' ,
где .7̂ ' "  “ омент инерции площади /> относительно оси г .

Если £ < <5̂— , то ‘Р  ( £т ) = 0. Обозначим через /5 площадь
оечения, расположенную выше и второй интеграл перепишем

je T<P ( £r ) ydF~2toT$ydF^2@T S ?  > ГДе $  - этический  мо-
пент площади Р2 относительно оси t  .

Когда s < s'r , тогда ср { s '  ) = 0. Через F3 обозначим
площадь поперечного сечения, расположенную выше у= (, и выра­
жение ( I  б) окончательно представим в виде

- 20t S ? , 2 'f / ( £ ) ^ F .  С*)
Расстояния от нейтральной линии до границ /7 определяются 

из подобия треугольников (см. рис. 3) ht =hsT /етах , /,г -/,£,'г / етах.
В частном случае, если площадка текучести на диаграмме от­

сутствует, то еТ=е‘т и /; = / ; .
На основании теоремы о разгрузке [ з ]  враз = М у ■

Учитывая, что линейная деформация на расстоянии у от нейтральной 
плоскости e-ysmox/h и кривизна 1 //> - Smax /  h , остаточное
напряжение при заданном £тах вычисляется:

= б-вп = ( £г ) У £тах / h +- <3у Ф(£Т) х /  (е  )  ф  ( е ‘т )' раз  =  с. г  I “ r J  3 “ m a x  /  п  *■ v r  4“ {“ т)  J  \ “ J  х  \ “ т )

- [ е $ 10Х h  х  2 в Г  S 2 х  2  l f ( £ ) y d r ] y / у г  ■

Составлена программа^вычисления изгибающего момента, оста­
точного напряжения и кривизны при заданной деформации £тах . При 
Етах = £вр из Выражения (4) получим Мраз ■

В работе предложено аналитическое выражение достаточно точно 
аппроксимирующее диаграмму растяжения упруго-пластичного материа­
ла и пригодное при машинном проектировании. Идеализированная диа­
грамма (упругая, идеально упруго-пластическая, жестко-пластичес­
кая) вытекает из предложенного выражения как частный случай. Сос­
тавленная небольшая программа на языке АЛГОЛ позволяет это выра- 
жение использовать не только при активной деформации. На примере 
показано применение и преимущество предложенной зависимости.



Л и т е р а т у р а

1. М а л и н и н  Н.Н. Прикладная теория пластичности и 
ползучести. м., "Машиностроение", 1968.

2. Р а д ц и г Ю.А. Статически неопределимые фермы 
наименьшего веса. М., Изд -во Казанского университета, 
1969.

3. И л ь ю ш и н  Л.А. Пластичность. ОГИЗ, ГИТТЛ, 1ЭЗД.

УДК 681.3.065

А.П. Д а н и л и н

СОЗДАНИЕ ВХОДНОГО ЯЗЫКА ПОЛЬЗОВАТЕЛЯ 
В АВТОМАТИЗИРОВАННЫХ СИСТЕМАХ ПРОЕКТИРОВАНИЯ

При создании автоматизированных систем проектирования возни- 
ка г проблема управления расчетными модулями с сохранением таких 
на оных свойств системы как открытость и гибкость использования 
11 j- Традиционные управляющие программы реализуют жесткую после­
довательность вызова модулей, при добавлении новых модулей не­
бе», о дима корректировка управляющей программы. Поэтому большинство 
озрабстчккоь к идее генерации управляющих программ и в
■ .* свна. ". не обходим ости входного языка пользователя [ 2 ] ,  [ з ] .  

а к г с 'м.-;:. обеспечивает гибкость использования только
. c l шсаудь.;. При добавлении новых модулей естествен- 

■■ не с ох о . - едение новых элементов е язык и , следовательно,
■;) у У С Но'h 116 i  ..Cjj. IT2|>u •

При !-к. ,..-й'.'г.!ироьакии на ПЛ/ I  имеется возможность записи уп- 
ианлямще : о; .хшик, не накладывающей никаких ограничений на пос­
ледователю: ость к количество вызываемых модулей. Такие управляю­
щие прог 'а.змы тактически реализуют входной язык пользователя, но
оз. этом о:., длс- необходимость написания транслятора с этого 
языка и, соответственно, исправлений при добавлении новых моду-
г •

лзыг имеет средства создании программных фаз с перекры-
ти м. Для это/ цели служит оператор С Я/./. OVLRLRY ('имя фазы1) ;


