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Введение
Задача оценивания состояний стохастических сисмем с распре­

деленными параметрами (СРП) представляет большой интерес во мно­
гих инженерных приложениях. В последние годы для таких систем 
многими исследователями были построены фильтры, минимизирующие 
дисперсию ошибки оценивания и являющиеся распределенным фильтром 
Калмана в той или иной форме записи [ I ] ,  [2 ].

Возможность использования фильтра Калмана в задаче обратной 
фильтрации или восстановления непрерывных одномерных сигналов бы­
ли изучена в работе [ з ] .  Она обеспечивается расширением фильтра1 за 
очет динамической модели измерительной системы в пространстве 
состояний. В данной работе этот подход развивается для класса па­
раболических СРП.

Р а с п р е д е л е н н ы й  ф и л ь т р  К а л м а н а

Предварим обсуждение задачи восстановления краткой сводкой 
основных результатов по двумерной фильтрации.

Рассмотрим линейную распределительную систему на. простран­
ственной области $ с границей S 8  Математической моделью 
системы выберем параболическое уравнение и обобщим результаты [2] 
на .векторный случай.’
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д и  (~ t ,x )  г
~LpU ( t , x )  + Г w ( b ,x )f хе Я, te [0 ,Т J  ( X)dt

с граничными условиями

L?ll ( t , x )  = 0 ,  x e d Q ,  (2)
где й ( t , x )  - n * l  - вектор состояния системы;

1 1 и Z , - пространственные операторы;

Г-пхр  "  матрицу коэффициентов.
Будем считать, что наблюдения производятся в моменты времени 

2 ъ , , кт,  ...  • Пусть измерения производятся одновременно
m датчиками, закрепленными в точках , о = I , /7? . Тогда 
уравнение наблюдений запишется в виде

У* (х^)=-Мик (Х р )г  Мк (х р ) ,  (3)
где а к ( осу) означает й  { кт  »д^)»

Ук (х} )=  [ук ( Х 1 У к (Х* , ) ] Г,- К  ( х$ )=  [ к  f x ? )■■■ Мк (зст ) ] \
М -  гп х п - матрица коэффициентов.

Шумы W ( t  1 х )  и ]/л ( t  , х )  - белые гауссовские, соот­
ветственно р  - и m -мерные, статистически независимые про­
цессы с нулевыми средними и ковариациями.

E { w ( t , x ) W T ( t ' , x ‘ ) \ = c ( t , x ' , x ' ) t f ( t ~ t ' ) ,  w

е { & ( ъ )У,- , i - U "  ■ (5 )

(x } )VKT( x p }  = a J x f )= d ia p Q Jx , ) . . .  QK (x m ) ] .  (6 )

Предполагая, что задача поставлена в смысле Адамара и заме­
няя уравнение ( I )  уравнением дискретного времени, аппроксимирующие 
решение ( I )  в моменты г ♦ 2-Т-* • • •* XZ  , . . . , можно 
обычным образом записать выражение для оптимальной оценки состоя­
ния:

« * /«  (Х >~ “ */*-> ( Х )  ”  К« ( Х ^ ) [ Ц К-  ; (7 )
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где ^//г-/ ( х )  — J ^ k -1 (ОО, ОС')  u K. i jK- i (х  )  d x  ; (8)
я.

QK1 ( Х у  x ')= G (K Z ,F T T , х, х ' ) .  ^

Здесь G - функция Грина системы.
Функцию, усиления КА ( х  , Х п )  надлежит выбирать из условия 

минимума дисперсии ошибки, оценивания й к  ( х ) :

и  А ( х  )  = и к ( х  ) - и к j K ( х  )  ) (10)

Рк  ( х 1 , х 2 ) ~  E j  U K (эсг у и к ( х 2)  J  • £

Развернутая запись ( I I )  имеет вид

Рк ( э с , ,о с г ) =  f j G A. r ' ( x , , x ' ) S A_f ( х ' , х " )  Gl, ( x 2 , x " ) d x ' d x “ -
9 Я

/ Я ,  ( x irx ‘)S ^  (x ', x " )G l r (xv x " )M %  (x2>X p )dx 'dx"- 
9. 2

- Кк (х/, Ху.) M J J  G^ (x p , x ' )  SA.1 (x \ x " )  (£_f (x 2 > *  )d x  ‘dx"+
Si si

+ KA (x ^ x^ ) [m JJGAf ( x?,x ')S„_1(x ',x " ) g;_1 (Xf i x*)  M Tdx>dx"+

' Qk (Xp ) J * *  (jCi t Xf )  у ( I?-)
где SM ( x \ x "  ) =  ( x  \ x " ) т~ Г  CA.1 ( х \ х " ) Г т. (13)

Минимизацию Рк  ( х 1 » х 2 ) . по К А ( х  , осп) проведем „пред­
ставив Р , & , Г С Г Г в ортогональном базисе» Если функция обла­
дает некоторыми свойствами регулярности (например, интегрируема 
it квадрате) s то ее ряд в таком базисе представляет саму функцию 
о любой желаемой точностью». В качестве ортогональной системы 
удобно выбрать.систему собственных функций L 1 (так называемая 
модальная аппроксимация).

Выберем в полном ортонормированием базисе ( х ) ,  1 ,2 , . . . ,
.iv.'pj- первые т  функций, удовлетворив заданным требованиям по 
точности. Тогда

l > J x \ x " ) ~ Z r( x ' ) W AZ ( x " ) ;  w
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ак (зс', х " у =  z r( x '  )  Дк Z  ( ос") ;

ГС  (х\ х " ) Г г- Z T( x ‘ ) HK Z ( ос"),

где п  х п  г  - матрица Z О ) ;

' i 7( x ) . . .  Zr (х )  0 ... О О
О . . .  О 27 (ос)..- zr (х ) :Z (ос)-

о  . . .  О

WH , ДК , Нк - пг * пг

... О \ О

о

оо
О . . . о  Zr (x)... zr (х )

клеточные матрицы, имеющие одинаковую

(16

(15

X17

структуру:

йк =
Л I-1 лА к . . .  А к

п.1 п.п.
Л  ■■■ А Л 

' ( К а п . . .  а ?  ( 1, Г )

(18;

AC’J
К  = ( в ;

Отметим, что усиление оптимального фильтра Кк (х  , Хр) оп­
ределяется лишь величиной Рк ( jt * а?) ,  т.е . значениями Рк ( х 7 
при x f = х2 =х  . Подставляя выражения (14) - (16) в выражение ( I !  
и используя последнее обстоятельство, сразу получаем:

'/СЛ ( x , X ^ ) - Z t(x )D a ( х у ) ;  (20,

A  ( xf ) = & (хд) [в(ос^) К  В ( 00% ) + «л - х ) ) ]  , (21)

где Е к_, *  Йк.1 [wA.f + zHK.j J йк_7 ;

В(оС })=  M Z T ( x f )  •

Тогда выражение (12) удобно записать таким образом:
£ *  -  /7* ^  ) К  В т( х ^ ) л -

+ )] 1В (ос%. ) Еа.7 й 'к + г  Як Нк ЙА •

(22)

(23)

(24)
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)нimчателькэ для оптимальной оценки состояния получим:
и л / a ( x )  — Z (ос) ■ ^2 5 )

Л
%М  *  Д  ( X f  )  [д„ (Xf )  -  в (X f )  ; ( 26 )

%/h Г  ^*-1 Vk-i / k- i > ( 27 )

Г —
Ь/о J Z (х )  ио/о (x)cLx . ( 28 )

я
Уравнения (2 1 )  -  ( 2 8 )  определяют двумерный калыановский фильтр.

О б р а т н а я  ф и л ь т р а ц и я

В целях наглядности рассмотрим систему конкретного вида. 
Нунть мы имеем одномерное уравнение диффузии:

ОН (t ,x )  ^  dzu ( t , x )  . г 7 (29)
 JFc* * Гг и ( Ъ х ) +  W ( t , x ) ,  х е  [o,fi J

и граничными условиями

11 ( t f O ) =  U  ( t , h ) =  о  V b  - ( 30)

Й отношении W ( t  , х )  справедливы предположения, сделанные на
н. ь О - 6 4 .

Ограничимся сначала одним датчиком. Примем во внимание его  
чиимиические искажения:

=  CKy ( t , x ) + f i u  ( t>x )  + B~ Jdx*X)  ’  С 5 1 )

Последний член в выражение (3 1 )  указывает на наличие прост­
ранственного интегрирования. Ввиду малой апертуры реальных пре- 
иврпзователей будем считать £ малым. Граничные условия для вы- 
ракония ( 3 1 ) ,  е сте ствен н о , принять соответствующими выражению 
(*))•

Снова будем снимать наблюдения в дискретные моменты времени 
i » ?- F , « • о 1 к т

К ( * } )  =  Ук VK ( Х р ) ,  (3 2 )

гцп шум наблюдений является белым гауссовским с нулевым средним и
Аиппорсией

в

1*-3465
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£ К ( т )  vK(x ') (3*
_  f ( j ( x ) ,  если Hjc - jc 'H < d  

i 0 » если Цx - x 'jj > (f,
где d - малое положительное число.

Наша задача - определить оптимальную в среднеквадратическо] 
смысле оценку состояния ик { х )  по данным измерения (оса), 

Введем обобщенный вектор состояния системы й = \ и ,у у ‘
Тогда выражения (29) и (31) можно объединить в матричное уравне» 
ние:
д и  U ,  ос)

a t = Й
дги ( t,3c) 

дссг В и  (В с е )ч -  Г  И  ( t ,  ос) , (34;

где

/7 = Г, О 
О £ В = Гг О 

.А а г= 7
о j ; (35;

*k ( x%)=  Мйк ( х % )+ VK ( X f ) ;  М = [о 1  ]
Полученные прежде уравнения оптимальной фильтрации дают в о; 

можность сразу найти оценки состояний. Особо отметим, что при т< 
кой постановке наилучшие оценки искаженного (регистрируемого) 
действительного сигнала определяются одновременно.

Расширение уравнения (34) на случай многих датчиков произв( 
дится аналогично. 7»

Выпишем в явном виде функцию Грина задачи (34):

G (t .  J  exp Г(-̂ 4 -
0 = 1

mi- v-- • mo is~2s'Son —x Son 7-Д7.С36,
h h

Ряд равномерно сходится, если собственные числа матрицы /7 
положительны. Поскольку £ мало, число возбужденных мод може: 
быть велико. Его можно оценить по скорости уменьшения следа tz t 

Отметим, что в случаях, когда динамические свойства датчи] 
описывает уравнение высокого порядка ( > I ) ,  матрица А имеет bi

Г Ш 1 I L

Й- 0 (37
о и  о ■ ■ • о

Таким образом, Й сингулярна, т.е . ряд выражения (36) рас' 
ходится, и предлагаемый метод неприемлем.
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Однако в практически ванном случае оценивания температурных 
нпдой описанная процедура восстановления долина оказаться эффек- 
|И1ШОЙ. ' '
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В.И.Орищенко

ХАРАКТЕРИСТИКИ УСЛОВНЫХ ГАУССОВСКИХ ПРОЦЕССОВ

I . Гауссовские случайные процессы составляют один из важнейших 
Классов математических моделей процессов стохастической природы в 
ипдачах статистической радиотехники и радиофизики, теории автомати­
ческого управления и в других. При этом часто возникает необходи­
мость в определении характеристик условных- (апостериорных) случай- 
(iux процессов по заданным характеристикам безусловных (априорных) 
гнуесовских процессов при условии, что в определенные моменты вре- 
мппи стали известны значения самих априорных гауссовских процессов 
ИЛИ значения их некоторых преобразованю-i.

В работе [ I ]  определены характеристики условного процесса 
L ( t )  по заданньпл характернотикам априорного гауссовского процес­
се X ( t )  при условии, что известны значения последнего. Если .извест­
но /V значений { X ( T a ) } ^ f гауссовского процесса X  ( t ) в моменты 
примени { г п  } П ; Г , то среднее и корреляционная функция условного
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