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В настоящее время в различных областях науки и техники (рас­
познавание образов, цифровая обработка сигналов, анализ систем 
многозначной логики, фильтрация изображений и т.д.) широкое рас­
пространение получили спектральные методы исследования процессов, 
которые по своей природе являются существенно дискретными. Причем, 
в последние годы наблюдается тенденция к целесообразности совмест­
ного рассмотрения процесса и оператора системы, его порождающего

[I]-
В данной работе рассматривается спектральный подход к анали­

зу класса дискретных нестационарных процессов, инвариантных к 
р  -ичному сдвигу, имеющих постоянную дисперсию и зависящую от на­
чала отсчета корреляционную функцию. Широко известные стационарные 
и двоично-стационарные случайные процессы являются частным случаем 
подобного класса процессов.

Определим р  -ичный нестационарный процесс как реакциюр  -ич- 
ной нестационарной системы на "белый шум". Это определение непо­
средственно следует из общей спектральной модели нестационарных 
процессов, описанной в работе [2]. Таким образом,^ -ичный неста­
ционарный процесс Y можно записать в виде

У = / / ; , (I)

где X  “ матрица, представляющая собой ансамбль реализаций "бе­
лого шума";

LPh - р -циркулянтный оператор р  -ичной нестационарной сис­
темы, который моашо записать как

Lh=h( t  f t ) ,
где © означает суммирование по модулю р  .

Следует отметить, что i -ая реализация импульсной переходной 
Функции определяется как произведение вектора-строки 7Г на мат_ 
ричный оператор сдвига Mi •

1 /2  1 6 -3 3 8 5
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Матрица М 7 , осуществляющая р  -ичный сдвиг вектора /Г на 
один шаг, имеет блочно-диагональную структуру, где каждый блок 
выполняет циклический сдвиг р  элементов вектора К  на один шаг.

Учитывая указанные свойства оператора сдвига * его можно 
записать как

zf О О ■... о
О Z. f 0 -• • о (2)

О О О ’ zf
где 2 Р - оператор циклического сдвига на один элемент размер-

ности р  .

Для р  -го сдвига оператор Мр имеет вид 
Z *  О О ... О

О 2р О • "  О 

V  О О '4-
И, наконец, для сдвига р  имеем

р*
Mpt-i “ ip<-i >

где of —  fofyp п .

Оператор Ml для произвольного о -го р  -ичного сдвига мож­
но записать как

ъ - п ' Ш 1”* О )
где ^  - разрядные коэффициенты р  -ичного представления

числа ь :

Покажем, что собственным преобразованием для р  -ичных неста­
ционарных процессов является преобразование Виленкина-Крестенсона 
[3], которое является обобщением систем экспоненциальных функций 

с целочисленным аргументом. Базисная система функций Виленкина- 
Крестеноона V(L, А) на интервале [0,п] определяется как произве­
дение соответствующих обобщенных функций Радемахера:

/ ' P & v t w r ']где X (m, А ) ш 0

Предварительно докажем следующую теорему.
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Т е о p e ii а I. Преобразование Виленкина-Крео1 енсона явля­
ется собственным преобразованием оператора р  -ичного сдвига, т.е.

К ' Ч  У ш dia$ [V(i, *)]• (5)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Применяя преобразование Вилен­
кина-Крестенсона к выражению (3) и учитывая, что V'V=£, получим: 
V '%  V- ГУ/ [Мщ ] * ”V -  (V "M , У )Ьк ... * ( V ’%  V )*L  

= П  dead [x (m, A. )]fn- dia6 V(i,i),
/71*1

что и требовалось доказать.
Т е о р е м а  2. Преобразование Виленкина-Крестенсона явля­

ется собственным преобразованием р  -циркулянтной матрицы, т.е.

V''BV-dCa$Sv . (6 )

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть В  - р  -циркулянтная мат­
рица. Применяя к В преобразование Виленкина-Крестенсона и учиты­
вая свойство ассоциативности произведения матриц, получим:

V~rB V - V~1( B V ) = V ' 1[Sij].

Элементы строк матрицы [Sy] являются коэффициентами прямого преоб­
разования Виленкина-Крестенсона р -циркулянтной матрицы В, сле­
довательно, [Sijj^VdlaQSv. С учетом этого V ' B V ^ V ’ 'VdiaQS^doaQS^ 
что и требовалось доказать.

С л е д о т в и е .  Выполняя в выражении (6) сопряжение, по­
лучим

cLiaq 4 =  (V ~'B У Г Г= V~’B TV.
В работе [2] показано, что при прохождении "белого шума" че­

рез нестационарную систему спектральная плотность мощности про­
цесса У  совпадает с точностью до погрешности оценки ковариацион­
ной матрицы с модулем передаточной функции системы, т.е.

dta^/Sy /= dca$jsh{.
Это означает, что в этом случае сдвиговые овойства оператора сис­
темы и ковариационной матрицы, порождаемого оистемой процесса,сов­
падают.

Определим спектр Sx  р  -ичного нестационарного процесса 
; х  , как преобразование Виленкина-Крестеноона автокорреляционной 
 ̂матрицы 4r= V 'r x  V  и докажем следующую теорему.

Т е о р е м а  3. Спектральная плотность мощности р  -ично-
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гэ нестационарного процесса в базисе Виленкина-Крестенсона инвари­
антна к р  -ичному сдвигу, т.е. V  'rx V = diaQ/S#!•

Для доказательства теоремы представим ковариационную матрицу 
в виде [2 ]

Rx = x x r. (?)

Применив к выражению (7) преобразование Виленкина-Крестенсона с 
учетом теоремы 2 и ее следствия получим:

V'RX V- V x W 1xTV=dca$$x dLa$S*x  =  diaQ /Sx j,
т.е. спектр мощности нестационарного случайного процесса не зави­
сит от времени, что и требовалось доказать.

Аналогично доказывается следующая теорема.
Т е о р е м а  4. Взаимная спектральная характеристика^ -ич­

ного нестационарного процесса в базисе Виленкина-Крестенсона ин­
вариантна к р  -сдвигу, i.e. К ’/?Ху V= dia§ SydiaQS^ =dia<}SXy ■

Доказанные теоремы свидетельствуют о том, что преобразование 
Виленкина-Крестенсона является собственным для класса дискретных 
р -ичных систем и порождаемых ими процессов. Это позволяет произ­
водить спектральный анализ р  -ичных нестационарных процессов в 
рамках стационарной теооии.
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