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О РТ О ГО Н А Л Ь Н Ы Й  М Е Т О Д  В О С С Т А Н О В Л Е Н И Я
В Х О Д Н Ы Х  С И Г Н А Л О В  П О  В Ы Х О Д Н О Й  РЕА К Ц И И

Д И Н А М И Ч Е С К О Й  СИ СТ ЕМ Ы

В работе предлагается ортогональный метод моментов вос
становления детерминированных сигналов на входе динамиче
ской системы. Д ля  решения задачи требуется задание выходного 
сигнала и импульсной переходной функции аналитически, т аб 
лично или графически. Метод удобен для реализации на ЦВМ.

Во многих практических задачах  электротехники, теории 
связи, теории управления динамическими системами, при авто
матизации экспериментальных исследований требуется дать 
оценку входному сигналу, недоступному для измерения, если 
известны динамические характеристики системы и выходная 
функция системы [3].

Решение задачи восстановления входного сигнала возмож
но, если наложить специальные ограничения на класс рассмат
риваемых входных воздействий и на динамические характери
стики системы [4].

С этой целью в настоящей работе предлагается применить 
ортогональный метод моментов, приведенный в работах 1, 2.

Восстановление входного сигнала непрерывной
динамической системы в виде разлож ения по '■
ортогональны м  полиномам  и ф ункциям  Лагерра

Рассмотрим линейную непрерывную динамическую систему 
с импульсной переходной функцией t i ( i ) . Необходимо дать оцен
ку входному детерминированному сигналу f ( t )  по заданному 
сигналу на выходе x( t ) .

Пусть x ( t ) ,  k ( t ) ,  f  (t) — функции, определенные на всей ве
щественной оси, подчиняющиеся условиям преобразования Л а п 
ласа, кроме того при

t <  0, /  (г) =  0. (1)

Аналитическая связь между входным и выходным сигналами 
я  импульсной переходной функцией осуществляется интеграль
ным уравнением Вольтерра I рода

СО t

х  (t) =  j  (т) d-. =  J  /  (т) k (t -  t) d -:, (2)

которое с учетом условия (1) представим в следующем виде:

x ( t )  =  - ) d z .  (3 )
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Согласно теореме свертывания уравнение (3) в комплексной 
области

Д (х )  =  W ( s ) F ( s ) , (4>

где X ( s ) ,  W'(s), F(s)  — преобразования Л апласа  от соответст
вующих временных функций x ( t ) ,  k ( t ) ,  f ( t ) .

Выражение (4) дает алгебраическую связь между изобра
жениями функций в комплексной области. Используя обратное- '  
преобразование Лапласа , получаем решение уравнения (3) во- 
временной области

где с =  R es , W  (s) =  0 на всей оси s.
Таким образом, решение уравнения (3) связано с двойным: 

переходом функции x ( t )  и k( t )  из временной области путем 
преобразования Л ап ласа  в область комплексного переменного 
s и, наоборот, нахождение искомой функции / ( / )  во временной 
области по известным преобразованиям Л ап ласа  в комплексной 
области.

Д л я  восстановления входа системы целесообразно применить 
ортогональный метод моментов [3]. Входной сигнал будем ис
кать в виде разложения по ортонормальной системе функций. 
Применим ортогональные полиномы и ортогональные функции. 
Лагерра. Выбор базиса объясняется рядом замечательных 
свойств данных систем [1].

Разложение входного сигнала во временной области

Lk{ct )  — ортонормированные на интервале (0, оо) полино
мы или функции Лагерра; 

со (ct) — весовая функция данной системы;
с — масштабный коэффициент веса системы. 

Обобщенный спектр {ск} входного сигнала можно опреде
лить через моменты последнего Цк(0 следующими соотношени
ями:

с + г со

сю

f ( t )  = с 21 ck Lk (ct) (5>

оо

где Ck =  J /  (t) Lk (ct) a) (ct) d t  — коэффициенты Фурье.
о

С0 — Ро

С 1 =  Ро Ср 1

k ( 6 )
k\

(п\)2 (k — п)\ 'А,г
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где М О  =  С? / ( t ) m( t ) d t ,  £ =  О, 1, 2 , . . .
о

Рассмотрим метод вычисления моментов входного сигнала 
|.1К( 0  по моментам выходного сигнала и импульсной переходной 
функции а  к (0  рк ( 0  соответственно.

Согласно теореме о дифференцировании изображения
оо

(— 1)г X ( n (s) =  U l x ( t )  e~st d t, i =  1, 2, 3 , . . .
0

выражениям взвешенных моментов для выходного сигнала x( i )
оо

(— 1)*а* =  x { t ) u ( t ) d t ,  k =  \ , 2, 3 , . . .
О

и импульсной переходной функции системы k ( i )
оо

( -1 )* ? *  =  \ t k k ( t ) u ( t ) d t ,  k =  1, 2, 3 , . . .
о

при (7)
03 (0  =  e~ct

следует

а ,  =  [ ^ (ft)(5)]s=c,

[3* =  [\F(ft)(s)]s=r.
(8)

Используя уравнение (4) и соотношения (7), получаем иско
мую зависимость рп=/(ссп, Рп) в виде

П— 1
% _ _  Р т  $ п - т
п ! ^  т\ (п — т)\

 т -  0 ____________

Ро

п\

(9)

Если в качестве ортогонального базиса используются поли
номы Л агерра, то весовая функция определяется выражением 
(7), если же обобщенный спектр входного сигнала определен по 
функции Л агерра , то

c t
u>(f) =  е ~ 2 ■ (10)

Применение м одиф ицированного метода моментов 
для восстановления входного сигнала 
дискретной динамической системы

Методику расчета входных сигналов динамической системы, 
изложенную в первом разделе работы, пользуясь понятием дис
кретного преобразования Л апласа  и моментов дискретной функ
ции
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со

X ( q ,  ^  = Х .х ( п Т  + с Т ) е - ‘,т\
п —О

К  =  2  * (« 7 ’ +  оТ) пк. (11>
1 1 = 0

соответственно, можно применить для восстановления сигнала 
на входе дискретной динамической системы.

Однако при расчете моментов (11) погрешность вычислений 
быстро растет с ростом к. Поэтому целесообразно получить та 
кой метод, расчетные формулы которого не содержали бы 
моменты порядка выше нулевого.

РассмотрихМ модифицированный метод моментов восстанов
ления входных сигналов дискретной динамической системы.

Дискретная динамическая система определяется в комплекс
ной области q уравнением

X  (q) =  W  ( q ) Y  ( q ) , (12>

в котором
X(q) ,  У (q) — дискретное преобразование Л ап ласа  выходного.

и входного у =  (пТ-\-8Т)  сигналов соответственно, 
W (q) — передаточная функция дискретной системы. 

Представим, пользуясь определением дискретного преобразо
вания Л апласа , уравнение (12) в развернутом виде

со оо со

2  х  (п) e~qn =  2  У (п) e~~qn 2  k (я) e~qn,
n =  0 n =  0 n =  0

откуда

Обозначим

v  л: (n) e~qnу
J m J  2  k („) e- qn

n = °  n = 0

у { п ) е - я п = Л ^   . (13>

:Ao =  2  У (n)e Qkn, (14>
n —0

где q k — действительное число, k =  l ,  2, 3,...

Искомый сигнал определяется в виде разложения по дискрет
ным ортогональным многочленам

оо

У (тТ  +  аТ)  =  2  Cl <р, (тТ + аТ).  (15)
(=0



Обозначим т Т -\-5 Т = п ,  тогда ряд во временной и комплекс
ной области соответственно

У (я) =  2 О ?; (я),
;=о

у (^) =  2  о  ?/ (?)•(=0

(16)

В качестве дискретного ортогонального базиса рассмотрим 
дискретные многочлены В. Гана, Мейкснера, Шарлье, которые 
можно представить общим выражением

?к{п) =  2  «V* Я7 ,
v —0

где для дискретных многочленов В. Гана

m
, р  V  ( - * ) v  (Р +  7 - «  +  Ч

avft(P. Т> ь) = ft! (fOv (T)v ( 1 )v

для многочленов Мейскснера

v=0

для многочленов Ш арлье

m
t  \  (— l ) v m!avft (a) =  у ,  -

, a4_ v( - l ) #_v
(P)v

a'J (ra — v)! (v)!

Дискретное преобразование Л ап ласа  отображает ортого
нальный базис в комплексной области

<м?)=2СС
( е * - 1 ) ли  ^  ( О .

где

/?, (с9) =  v!

1 1 - е 9

Оо

1
2! 1 1 - е 9 ... 0

1
3!

1
2! 1 ...0

1 1 1 1v! (v 1)! 0 - 2 ) !  ■■■
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П ридавая в выражении (16) комплексному аргументу значе
ния q = q K, ( k = \ ,  2, 3,,.., ■&) с учетом равенств (13) и (14) по
лучаем систему алгебраических уравнений

оо

Ро" =  2  Ф ф; (qk)
i =0

компоненты решения которой являются искомыми элементами 
дискретной спектральной характеристики {й}.

Некоторы е вопросы  практического применения метода

При практическом решении задачи следует конкретизиро
вать ряд параметров расчетных формул: масштабный коэффи
циент веса с, длину интервала аппроксимации Т, количество чле
нов в разложении входного сигнала п.

Так как предполагается, что входной сигнал имеет конечную 
протяженность, то и аппроксимация будет проводиться на конеч
ном временном интервале [0, Г], который с достаточной точно
стью можно выбрать по виду x ( t ) .  Получим.

т
ап = \ t n х  (t) (о (t) d t ,

(17)
(3„ =  f tn k (t) ш ( t )dt ,

о

где a ( t )  определяется в зависимости от выбранного базиса. 
Величину с находим из неравенства

е ~ с Т < е ,

где е характеризует близость подынтегральной функции в (17) 
к нулю для  времени Ш Г .

1ц з
Из выражения (9) расчетная формула для с с ------------.

Расчет С ведется по заданным значениям е.
Аппроксимируя входной сигнал f ( t )  бесконечной суммой, в 

силу свойства полноты ортонормальной системы, имеем точное 
равенство в выражении (5). Практически ж е нам представляет
ся для решения задача, когда частотный спектр f (t) ограничен
[4], вследствие чего ограничено и число членов разложения в
(5), т. е. входной сигнал будет представлен усеченным аппрок

симирующим рядом

П

f n { t )  = c"2iC k Lk(ct).  (18)
к = 1
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Выбор числа членов п в сумме (18) следует производить, исходя 
из погрешности аппроксимации в смысле средне-квадратическо
го критерия

г
I I Л ( 9 - Л - 1  (ОII2 =  1 1 Л (О  - Л - 1 ( 9 1 2“ ( 9 ^ < 8  (19)

Выбираем такое п, начиная с которого п -я и п- 1-я аппроксима
ции для / ( / )  близки с точностью до б. Весовая функция со (9  вы
бирается в (19) в зависимости от базиса.

Таким образом, общая схема решения задачи следующая. 
По заданным x ( t )  и k( t )  сигнала (9) определяем спектр вход
ного сигнала по формулам (6) и рассчитываем f ( t )  по аналогии 
с (18). Необходимые параметры расчета выбираются согласно 
вышеизложенным рекомендациям.

При расчете на Ц ВМ  входной сигнал получаем -в табличном 
задании, от которого легко перейти к графическому. Наличие 
спектра {ск} позволяет получить аналитическую форму з а д а 
ния f ( t ) .

Очень часто выходной сигнал и импульсная переходная функ
ция заданы таблично или графически.

При графическом задании предполагается переход к таблич
ному с помощью преобразователя «аналог-код» с одновремен
ным вводом в ЦВМ.

Дискретизация сигнала ведется согласно теореме В. А. Ко
тельникова [5]

ГД0 fm ax  — наибольшая частота колебаний функции, выражен
ная в герцах.

Обычно число отсчетов берется избыточным, исходя из воз
можности искажения ряда замеров.
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