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МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕРМОДИНАМИЧЕСКОГО ОБЪЕКТА
В ПРОСТРАНСТВЕ СОСТОЯНИЙ

( г .  Куйбышев)

Описание непрерывной модели термодинамического об- “*«■«>

Вопросы, связанные с представлением дискретных мо; 
пространстве состояний, рассматривались в работах [ I  ,

Предположим, что изменение температурного c o c to h h j 

го ограниченного тела, имеющего форму плоского прямоуп 
описывается уравнением!

„ Эи Эи [п Эи ) Э /„ Эи \ , 
с d t z & > r W W / +

, О < t ^ T  .
Здесь U  , q, , С , /  , ш -  функции переменных ос 

U -  температура, ^  -  коэффициент теплопроводности, t 
теплоемкость, с > 0  , j-  -  коэффициент теплообмена бс 
верхностей с окружающей средой, СО -  плотность распре* 
источников тепла.

Зададим следующие краевые условия:
u/t:o -- УУ*,у/; O z x s l* ;  о  i#;

U/t-o u /xsiVL~@(ij> )̂j Э ’сУ < у̂у/

и/у.-а -- х ( к‘ 1)> и / у • X -[x ,t) ;  0 < х <  j

Предполагаем,что все функции, фигурирующие в ( I ) ,  
обладают требуемой теоремой существования и единственн 
пенью гладкости.

Рассмотрим приведение конечно-разностного аналога 
СI)- (3) к рекуррентному виду, используя при этом вектор] 
запись в пространстве состояний.
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Дискретизация. Представление разностной краевой задачи
в пространстве состояний

Рассмотрим разбиение области [0 ,t% ])([0,ty ] кСО,Т]_ равномер
ное по каждой координате, определив параметры дискретизации по 
осям; hjc - ijA / 'i hy - ly lM j Z - T / К  , где А/ , М  я И  -  целые
числа. и   —  —.
Иведем обозначение * 'f(n h x ,m h y ,K l') j П = 0,А/> К=0,И.
Аппроксимацию производных осуществим по формулам:

/ Эи/д±)кпт  = ; / r ;  С4)

l h  h  J x lm
Аналогично для производных по " у  " .
1’азностную аппроксимацию задачи (1 ) - (3 )  проведем тремя способами 
I 3, 4 J  : по явной схеме порядка 0 {Z + b f + t по неявной схеме 

порядка Dft+hx + h*), по неявной схеме Кранка-Николсона порядка 
OlZ£+h? + h y ) .
В каждом из случаев приведем задачу к рекуррентной форме в прост
ранстве состояний.

Я в н а я  с х е м а .  Если для уравнения ( I )  использовать 
аппроксимацию производных (4 ) ,  (5 ) ,  то получим

С-пт (ип т  +

+ L%m+fe(^n'n+' ,
П -  ; т -  К-О ,к .

Краевые условия будут иметь вид
' , к  . . . к  . л *  ■ . . К  _ у *  ■ , . К  .  .

и от  = cVr> / У  л/т '  / т  ;  Uno ~ in ) “ пМ ~ п , (7 )

U п т  - У 'п т ,

где П = Щ  т = ° ^ /  < г
Введем обозначение - L ^ rn / U n zv )U n  ,м-/1 . Аналогично вво
дятся обозначения <АК , fh *  и .

Теперь задачу ( 6) - ( 8) можно записать в векторно-матричном 
виде: j - k h 0 н - к  й * - к  „ к  s r f + \ l / k

Uг7 ~ Вп Ufl-I т  п Un ■i’Bnt./ ‘-'/7// Zj п п ,

где п к = 0 ,Н ;



Uo -cCK ~ f i * , где к -OX.
(Ю)

(И)Л
Здесь н п -  трехдиагональная, а 8*  -  диагональная матрицы размер 
ности (M -ljX IМ -d j , 7)п и -  мерные векторы:

Qm  К г
K z  Qnz

0

D

Кн-
ТдпН-1 Кн-1

Гь*п<
о

. ̂  Ьпм-)

О ,. . .А  К и К ] *;

где3 t  if
-

&  т 7 Х и  h L  ^ 4 L „ / ( hX m ) .
Теперь введем новый (л/ч)Х(М -1) -мерный вектор: U *? [K ,->  &*■/]'. 
Тогда задача ( 6) - ( 8 ) примет вид:

} й « н = А кй * + 7 > * + н * , к *  а х ;
[  и °  = 9 -

Здесь ДК, Ъ К i W K -  клеточные матрицы:

(12)

/
№  

Ы  &

О

< . О-

кD< Д* Du, nN.i

К . ,

Полученная форма записи ( 1 2 ) краевой задачи и есть разностное 
векторно-матричное уравнение теплопроводности в пространстве сос
тояний при заданном начальном состоянии Ц ° .

Н е я в н а я  с х е м а .  Эту схему легко получить из схемы 
задачи ( 6) - ( 8) ,  если в правой части уравнения ( 6) вместо "  л' "
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везде написать "  к*£ " .  Действуя по аналогии, получив форму записи 
разностной задачи теплопроводности в пространстве состояний

U ° : $ ,
К : О, К

(13)

где г Р ? - 8 *
- s i  p f О

о
■ B i ,  

Х , Р 2,
Патрицы Р *  аналогичны матрицам Дп и легко получаются из послед
них формальной заменой элементов 0 %т  и элементами р%т  и 
(- V*m)  соответственно, где рпкт  г г  -  .

С х е м а  К р а н к а - Н и к о л с о н а .  Эта схема, в 
отличии от двух предыдущих, аппроксимирует исходную задачу со вто
рым порядком точности относительно Z ' .

р  пт ( -  и п т ) / £  = & '  U n m )  ~

_ Н'п-Уг.гv(upm - Un.hn>)]/Px +Z  ^  ~

-  t ynm- ± ( и пт '  Un m - i ) ] fh y  Unm *  .

Рассматривая это разностное уравнение совместно с (7 ) и ( 8) , 
придем к следующей матричной записи задачи в пространстве состоя
ний:

A KU K к  = о, к;
и °  = (14)

Здесь Р к , Д < , Я * -  клеточные матрицы, аналогичные матрицам 
Р к % Д к и

Различные способы разностной аппроксимации задачи (1 ) -(3 )  не 
эквивалентны с точки зрения численной реализации на ЭВМ [ 3 ]  . Яв
ная схема, обладая сравнительной простотой численных алгоритмов, 
оказывается устойчивой лишь при определенных ограничениях на выбор 
параметров дискретизации. Аналогично тому, как это делается в [3] , 
покажем, что явная схема будет устойчивой, если выполнимо условие

2Я :\ W c H - U / h U l/ h zv ) * d ,

где Ity/cll = max { % „ / С п т  )  .
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Перепишем уравнение (6 ) в виде:

У  пт z { ' ! - ! - [ft-Ч'П+/г,т % . ’/с,т )/h * ’{tynmUfe *

+ и П41гг,+Ьпгп Un .lm  + ~6пт *1 Unm+I *  Цип ^'пт-l + ( Tg\
* Z f i K и к + VJ* ) / г кu I Jnm п т <Uпт 1 / п т .

Условие (15) гарантирует неотрицательность выражения в фигурных 
скобках уравнения (1 6 ), что позволяет прийти к неравенству

н и "  7/5= ( и г  iit/c il)-nuK/t+ ъцш /сн,

где Ни*Ц - majc Щ * т  / .
Если учесть, что Ци°Цг//у7/, окончательно получим 

IIиЦ s-CU tl/f/clIjK f/IV IH  T/Ita/C//.
Последнее неравенство доказывает устойчивость явной схемы при ус
ловии (1 5 ).

Неявная схема, обладая абсолютной устойчивостью, уступает 
по отношению вычислительных затрат явной схеме, а по отношению 
порядка аппроксимации -  схеме Кранка-Николсона. Последняя же, бу
дучи абсолютно устойчивой и обладая вторым порядком точности отн< 
сительно г ,  /7Х и Лу , требует значительно большего объема вычис
лительных затрат, чем две первые схемы. Выбор аппроксимирующей 
схемы обусловливается в основном конкретной постановкой практичес 
кой задачи.

Рассмотренный вопрос о представлении конечно-разностных ана
логов математической модели термодинамического объекта в форме 
(1 2 ) , (13) или (14) тесно связан с задачей восстановления случай
ных зашумленных полей по результатам наблюдений, описанных в [ ij,  
[2] . Каждое из этих соотношений можно рассматривать как уравнен: 
состояния термодинамического объекта, которое, наряду с линейной 
моделью наблюдения, позволяет строить рекуррентные алгоритмы ли
нейного оценивания температурных полей.

Использование известных двумерных дискретных преобразований 
позволяет диагонализировать пятидиагональные матрицы уравнений 
(1 2 )-(1 4 ) , что дает возможность применять скалярные алгоритмы ре
куррентного оценивания для восстановления трехмерных пространст
венно-временных полей.
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В. А.Смирнов

ФОРМИРОВАНИЕ НЕСТАЦИОНАРНЫХ ШУМОВ В СИСТЕМЕ
КОМПЛЕКСНОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ

(г.Ленинград)

В настоящее время широко используются статистические методы 
моделирования при анализе и синтезе слоиных систеы, работающих в 
условиях различного рода помех как внутренних, так и внешних. 
Система комплексного моделирования динамических объектов, реали- 
•уемая на технических средствах аналоговой и цифровой вычислитель
ной техники, включает в себя реальный элемент исследуемой системы. 
1'азработка и эксплуатация таких систем позволяет решать как иссле
довательские, так и задачи испытаний серийных образцов реальных 
плвментов. Ввод в систему реального элемента приводит к необходи
мости организации реального масштаба- времени, что представляет 
ообой сложную задачу в связи с естественными ограничениями ресур
сов технических средств при необходимости обеспечения малой пог
решности моделирования.

На этапе распределения функциональных модулей динамического 
объекта в системе комплексного моделирования и получения предва
рительных временных оценок и оценок загрузки памяти ЦВМ может 
возникнуть ситуация, когда некоторые модули нереализуемы с допус
тимой точностью в реальном масштабе времени на заданном комплексе 
технических средств. В таком случае одним из вариантов является
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