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в .и .к о р и ь к о ,  В.К.ШАШИН

РАЗВИТИЕ ПЛОСКОЙ ТУРБУЛЕНТНОЙ СТРУИ 
НА ПОВЕРХНОСТИ ЦИЛИНДРА

Струйные т е ч е н и я ,  развивающиеся на криволинейных п оверхностях ,  
характеризую тся  перепадам давления поперек области течения и вдоль 
н е е .  Например, с т р у я ,  развивающаяся на поверхности цилиндра, прили
пает к поверхности на значительной ее протяженности ^ э ^ е к т  К о ан д а) .  

то обстоятел ьство  и спользуется  в ‘ пневмониие и авиационной тех н и к е .
Из множества р ао от ,  посвященных исследованию развити я  турбулент 

■чх струй на криволинейных поверхностях ,  следу ет  отметить работы 
■ Невмана N  . Н.Накагухи [z] , и Л .Фекета [ъ], которые изучили 

, .звитие струи на поверхности цилиндра и получили различные эмпири- 
ские соотношения, описывающие изменения аэродинамических х а р а к т е -  

у истин ст р у й .
В настоящей работе  рассмотрена з ад ач а  развити я  плоской т у р б у -  

чтной струи на  поверхности цилиндра на основе обобщенных у р а в н е -  
ч й турбулентного пограничного слоя и р е зу л ь т а т о в  эксперименталь-  

. исследований. При решении задачи  выбрана трехслойная  схема р а з 
ня пограничного с л о я ,  т . е .  вся  область  течения делится  на  три 
я :  I  -  ламинарный подслой =С07Цг^1, I I  -  пристенный турбу-
тный слой / L g ^ y U r n /  , I I I  -  свободный турбулентный слой 
-ш ' v  X  Um  ) .

Постановка задачи

Уравнения движения и неразрывности вязкой  несжимаемой жидкости 
оском турбулентном пограничном с л о е ,  развивающееся на цилиидри- 
ой поверхности, в цилиндрической системе координат, имеют вид

(.рис. I ) .



- 17 -

1 м с .  I .  Схема развити я  турбулентной струи 
.  на  поверхности цилиндра

7Г ' Ш  * ? у 1 ( / 'я 1 ь ] ‘° .

где  U } 7? -  осредненные во времени о сев а я  и поперечная
составляющие в е к т о р а  ск о р о ст и ;  Z  -  турбулентное кар ател ьно е  
напряжение; Р  Р  ~ осредненные давления и п л о тн ость ;  л у  -  
продольная и поперечная координаты; f ?  -  радиус поперечного 
сечения  цилиндра. В уравнениях U - I )  и в дальнейием кривизна поверх
ности учтен а  в первом приближении.

Рассмотрим о бласть  с в о б о д о й  туроулентности  ( I I I ) .  Выразим 
туроулентное к ас ат ел ь н о е  напряжение Т  чер ез  градиент осевой 
ск о ро сти ,  воспользовавш ись гипотезой- Прандтля [ 8 }  :



ou i/ С i . 2  )
о ' '  / f  h

гд е  Ь -  турбулентная  в я з к о с т ь .  
Граничные условия имеют вид

И  -  Ът -  О при У  = 6

и  - - О ,

Подставим ( .1 .2 )  в ( 1 . 1 ) :

I 1 .3  )

I I * 1» )
‘V* /  У /3 * —
*  у  0 Ч■ 1 Т х ^ Ъ у и ' - ' м .
ila основе теории п ереноса кол ич ества  движения / 8 / , в область  

п; истеннои турбулентности имеем

т - Г Л % ) \ р р _  у й

>х  5"У
при cf > ^

где  Г - / Г у  -  путь перемешивания Прандтля; Л  -
универсальная  п остоян ная ,  для плоской пластинки к  - U, 4 -  
толщина ламинарного подслоя; S  -  расстояни е  от стенки до ли
нии осевой максимальной ск о р о ст и .

С учетом ук азан ного  выше получаем

(/ ч - у
Граничные условия

При $ ?у  * dj,.  ( 1 .5  )

J  • l / t
iSt f
>У

-  О при н - 1 1.6 )

. асеиогрим область  ламинасного подслоя 1, 1)

внутренние и внешние п  аничние условия

- I и? , и - О при у  - О.
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* , -  универсальная  постоянная ; для плоской пластинки ~ JT.

Решение в области свободной турбулентности

Обозначим через  U t  -  ск ор ость  на некотором расстоянии 
$ от н аса д к а ,  а через  h j  ~ ширину струи  в атом м е с т е .  Тогда, 

следуй Н.Й.Акатнову [ 4 J ,  имеем

L !т us (s )  ̂f 6 Is' у3
;игласно ги п о тезе  И рандтля-Рейхарда / в  j  £ = £ л ( j J  , где

S v - j£  C jM i , JC -  безразм ерн ая  п о стоян ная ,  учитывающая харак

тер турбулен тности .  Согласно уравнению неразрывности введем пунк
цию тока у_/ .

1 4  /  “ f t  X  I X  I У R . J 1 X .  ‘ С 2 . 1  )
Л. I

Второе равенство  в ( 2 . 1 )  получено с учетом замечания о влия
нии кривизны J/ R  в первом приближение при решении за д а ч и .  Из 
второго уравнения ( 1 . 4 ) ,  в р е з у л ь т а т е  н епосредствен ного  интегрирова
ния п о п о е к  пограничного слоя  от у  до о «=» f имеем

■ Н  F  ■ к  р '  У  •
Уравнения ( 1 . 4 )  своди тся  к 'уравнению  т р е т ь е го  порядка

Вводим новые переменные

^  ! £  ~ ^  JZ > ( В .З  )

& -  произвольная  п осто ян ная ,  зависящая от начального  расп ре
деления  осевой с к о р о с т и .



"  д-Х t/£ I S J 1 V J  ’ 
решение уравнения ( 2 . 4 )  ицем в ниде разложения пункции тока

П * Л )

S n(* y .( i i*
'  ‘/з ( 2 . 5  )

*-ii h t t h  Л
где  / в  -  решение задачи  о развитии турбулентной струи вдоль 
твердой сте н л и .  - ,

Подставляя ( 2 . 5 )  в уравнение ( 2 . А) и приравнивая коэ.ргиииент| 
при одинаковых степ енях  / р  , получим уравнения для определение 

; ункций / • а )  л f t t t i ’-

t s  /  r ' f  2
Л V j  V  * 3  1° / о  *  j / о  '  ( 2 . 6 )

' i f * ! '  * i £  J  '  j  I '  h z * ы л '
2 2t* /  0 Й' J t 0*

п и ‘ * Ы ' - ъ ' W ^ J / y d*■ +
>. *. а к  как  в C j  содержится еще одна свободная  постоянная  ЗС

то можем принять

V
Уравнения ( 2 . 6 )  и ( 2 . 7 ) ,  с учетом ( 2 . Ь ) ,  имеют вид

( 2 . В )
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( 2 .1 0  )

Соответствующие граничные условия ( 1 . 3 ) ,  согласн о  ( 2 .1 )  и 
( 2 . 5 ) ,  примут 1нд

fo  - ' f t  -  О  при ^  » О ,

/ / =  / /  ПР* f  -  *  *

/ : = / / =  о  при *  •  —
Уравнение ( 2 .9 )  со в п ад ает  с со о твеств у щ и м  уравнением в з а 

даче о распространении  плоской ламинарной струн  несжимаемой ж идко-, 
оти вдоль твердой  етен к и , полученным Н.И.Акатновым и решение име
ет  вид [ъ ]  / / -  ^

^  = „  f_ £ £ L  s W  .  (  2 .1 1  )
И* А /

# .№ ■  - г *  w * * m i  M >  A  ‘ z -
,  .  «  .. У»-**
Рассмотрим решение уравнения ( 2 . 1 0 ) .  b  р е з у л ь т а т е  интегриро

вания уравнения ( 2 .9 )  поперек пограничного сд оя  от ^  до , 
получим *

= 4>£ + f o { J . ( 2 .1 2  )

Уравнение ( 2 .1 0 )  с учетом ( 2 .1 2 )  примет вид

(2 .1 3  )

Частным решением уравнения ( 2 .1 3 )  я вл я ется

/ ■ “  - 7 - ( 6 + М ~ $ $ 1  *

иднородное у р авн ен и е , соответствую щ ее уравнению ( 2 .1 3 ) ,  со в п ад ает  
с уравнением , определяющим неавтомодельны й член в зад ач е  о р а зв и 
тии плоской ламинарной струи  вдоль твердой  етен ки  в сл учае  .Д  = I ,  
решение которого  в переменной г? ( 2 . 2 1 )  имеет в и д / б /

о *
4-9141
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* и с ,щ /  • ) /
ыс >

а / 5~ 
6 ’ ’)

гд е  С /  C2i Сj  “  постоянные интегрирования ,определяю тся  из 

граничных условнВ ( 1 .3 )  аналогичным методом, изложенным в № 1

C , - f y  ,  с , - о  ,  С ,  -  < г ■ '£ £ ;

- c t f l  я .  - г f f )

' W W p y s f ) '

а .  _
n fS Y J r i fT f )  '  в ‘

□осле вычисления гаиыа-фуякцнв, согласно f io ]  ,  имеен

в  = -2 2 ,6J3S  ,  Б  = ~ 2 ,9 2 S / .
Осевая составл ящ ая вектора скоростк

Иамеяеняа функция представлено в таОлаце I .

1'аДдичд ;

г 2 . ш 1 / , 7 »
.0 ,0 5 0 ,6 0 6 4 0 ,0 0 8 3 -  0 ,0 0 2 2

0 ,1 1 ,1 9 9 8 0 ,0 1 6 6 -  0 ,0 0 3 2
0 ,1 5 1 ,7 9 6 8 0 ,0 2 4 9 -  0 ,0 0 2 7
0 ,2 2 ,4 0 7 6  ̂ 0 ,0 3 3 1 -  0 ,0 0 0 6
0 ,3 3 ,6 2 7 0 ,0 4 8 6 -  0 ,0 1 1 4

0 ,4 4 ,8 7 8 0 ,0 6 2 4 0 ,0 3 3 2
0 ,5 6 ,2 0 1 0 ,0 7 2 9 0 ,0 6 2 7
0 ,6 7 ,6 5 3 0 ,0 7 8 4 0 ,0 9 4 6
0 ,7 9 ,3 0 5 0 ,0 7 6 6 0 ,1 2 7 4
0 ,8 И ,  406 0 ,0 6 5 1 0 ,1 2 6 3
0 .9 1 4 ,6 2 0 ,0 4 0 6 0 ,0 9 4 9
0*95 . 1 7 ,6 0 2 0 ,0 2 2 6 0 ,0 6 0 9
0 ,9 7 1 9 ,7 1 5 4 0 ,0 1 4 1 0 ,0 3 4
0 ,9 9 2 4 ,2 0 6 8 0 ,0 0 4 9  . 0 ,0 0 4 3



Таким образом , в области  свободной турбулентности  Имеем решение 
зад ачи  о развитии плоской турбулентной струи  вдоль криволинейной 
поверхности в виде разложения функции то к а  ( * , l )  ( 2 . 5 )  с учетом 
влияния кривизны -поверхности в первом приближении.

|ешение в пристенном турбулентном сдое  и ламинарном подслое

ЭР
П олагая ,  что градиент давления = СОплт , в первом при

ближении получаем в пристенном турбулентном сл о е  из ( 1 . 5 ) ,  с уче
том ( 1 . 6 )

-  2 -3 -
I

-  I  9 J. Сю-

( 3 .1  )

Б ламинарном подслое U = —  V  .  Оценим толщину

J а Т  г  Г г  /
ламинарного п о д сл о я .  Из условия ( 1 . 7 )  имеем izA. . P i / Z J . . - — .

О J U  /С . 1 г  <-А

Считая 4 г  <Г < /  , то и г  .  т о г д а  —' - 2 .Г Р ~ ‘1 .
д о л  р  ’Сю- _

П олагая ,  что справедлив закон  трения для плоской п л ас ти н ки /в ^
и число /?е  = Ц г- ?20ООО> получим

у

Подузмпирический м етод определения постоянных

для определения неизвестных постоянных, входящих в выражение 
осевой составляющей скорости  ( 2 .1 4 )  и ( > . 1 ) ,  обратимся к  эксперимен
тальным исследованиям плоской турбулентной стр уи  вдоль  криволиней
ной поверхности .  Плоская стру я  формировалась при помощи плоского 
' опла ( 20x200 мм2 ) ,  спрофилированного со гласн о  кривым Витопинско
го Г11]  .  По касател ьной  к одной из сторон со п ла  устан авл и вал ась  
цилиндрическая п оверхность  ( R = 5 0  см ) ,  число Re. r 2 26600f 
где iУ  -  ширина со п л а ,  т . е .  имелся турбулентный режим т е ч е н и я .

Измерение скоростей  в с т ру е  проводилось при помощи микротруб
ки Пито-Праядтля (наружный диаметр 1 ,9  мм), ко то рая  зак р еп ля л ась  

н координатник с ценой деления 0 , 5  мч, позволяющий перемешать микро



трубку в горизонтальном  и вертикальном  н аправлени ях , производить 
ее  вращ ение. Б к ач е с т в е  вторичного  регистрирующ его прибора исполь
зо в ал ся  микроманометр типа UUH с точностью  измерений до 0 ,2  мм 
сп иртового  с т о л б а . Скорости изм ерялись по длине струи  ч ер ез  калиб] 
и поперек струи ч ер е з  I  мм вблизи  стенки  и ч ер ез 5 мм -  в дал и .

В р е зу л ь т а т е  экспериментальных исследований было установлено, 
что струю , развивающуюся вдоль цилиндрической п оверхн ости , мохно 
разб и ть  на три у ч а с т к а  (р и с . I ) :  начальный, О 4 калибро]
основной, калибров, предотрывный ±  ф-
до точки отрыва 1на Э10и у ч астк е  автом одельн ость  н ар у ш ается).

V
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Р и с . 2 .  Изменение осевой  скорости  по сечениям струи

X  ■ IW  мм, а — X * 160 мм, л — X *  200 мм
•  - £ >  300 мм, а  -  320 мм a - X s  за д  мм

а).Л аминарный подслой и турбулентный пристенный сд о й .
б ) .О б л а о »  свободной ту рбул ен тн ости .
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Hu р и с . 2 a  представлено  изменение осевой скорости  с^руи по 
длине струи  в зон е  пристенной турбул ен тн ости . Из сравнений эксп е
риментального и теорети ческ ого  распределения осевых скоростей  в 
пристенном с л о е ,  получим

С- = 0 ,1 * 5 . С * Л  )
Это решение описывает течение в основной о б л асти .
На ри с . 26 п редставлен о  изменение осевой скорости  струи  по 

длине струи  в зон е свободной турбулен тности , где  принято

I * .2  )

В р е зу л ь т а те  сравнения экспериментальных значений осевой 
окорости  струи в сечении ■ 15 с формулой 1 2 .1 * )  была
оп ределена п остоянная  П  ,  которая  о к а за л а с ь  равной

П  ш 0 ,1 1 8 .  Полученное решение описывает течен и е в основной 
облаотн.

На р и с . 3 пред
ставлен о  изменение ск о 
рости  U/U n, по се ч е 
ниям с тр у и , где  л евая  
в е тв ь  до точки 0 ,2 2  най
ден а полузнпирическим 
методом, а  правая в е т в ь  -  
методом асим птотического 
приближения.

На р и с . * п редстав 
лено изменение безразм ер 
ной максимальной скорости  
по длине Струи, где  при
нято Г7 _

"  -  Uj j ’ *  ’

В р е зу л ь т а т е  сравн е
ния экспериментальных зн а
чений максимальной осевой 
скорости  в различных сеч е
ниях с формулой U . I * )  бы

л а  оп ределен а постоянная 
= 2 8 .

Р и с . 3 .  Изменение осевой скорости  по с е 
чениям струи

о — 1*0 мм, а  — X  = 160 мм,
А -  X  = 200 мм •  -  X  = 300 мм
А - х  ,  320 UM ■ -  X  = 3*0 мм
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Р и с . 4 .  Изменение максимальной осевой скорости  
по длине струн

Р и с . 5 .  Изменение стати ч еск о го  давления на rioi 
ности цилиндра в области  отрыва струи
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ОтрыЕ струи от цилиндрической поверхности определялся Из 
пн алией поведения давления н а  поверхности цилиндра. Струя- отры- 
п алась  на р ассто яни и , соответствующ ем 24 калибрам , что со став л я 
ет  О , '*6 радиан . Изменение давления на поверхности цилиндра в об-  
nun т и отрыва дано на  р и с . 5 .  Зд есь

вдоль твердой с т е н к и . Труды ИЛИ им. Калинина, 198 , 1958 .
5 . 1катнов Н .И. О распространении  плоской ламинарной струн  

■•сжимаемой жидкости вдоль твердой  ст е н к и . Труды Ш1И, 5 , 1953 .
6 . Коробко В .И .,  Фадькозич С .В .,  Некоторые неавтомодельные 

•■дачи теории струйных течен и й , КХГ, 2 ,  1970 .
7 .  Коробно В .И . Некоторые зад ачи  струйных течений вязкой  жид

к о с ти . Диссертации на соискание ученой степени  к ан д . ф и з-м ат . н аук , 
СГУ, С аратов , 1971 .

8 . Влихтииг Г . Теория пограничного с л о я . К . ,  "Н аука", 1969 .
9 .  Бейтмен Г . ,  Эрдейи А. Высшие траяцендентны е функции. Гипер- 

глои етри чвская  ф ункция. I I . ,  "Н аука11, 1 965 .
1 0 . Таблицы логарифмов гамма-функций в комплексной обл асти .

ВЦ АН СССР, I I . ,  1956 .
11 . Талиев В .Н . Аэродинамика вентиляции . С тройи здат, 1963 .
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