
О.Н.ЕРТАНОВА, В.К.СКЛРШУНТ

С ВОССГйНОВЛла»':» ФУНКЦИИ И ЕЕ ПРОИЗВОДНЫХ.

В настоящей уабот& п р и л а г а ется  метод аппроксимации функции 
.. ее  момеатаым или интегральным характеристикам, в основу которого 
домены принципы сформулированные в [ I ,  2j  .

Пусть на отрезка „  Lu, l ]  задана непрерывная, однозначнан 
Функции J ix J , Объекты вида

( I  )

условимся называть  моментами п го п оряд ка ,  а  ооъ^кты вида

У.=№ , У = Щ ..., y =j -  ftw d * , ( 2 )
* О •

интегралами П т° п о р яд ка .  Функцию J ( x j  u a  интервале  х  £ 0 ,  l j  
заменим функцией

1 3 )

приближающей j т а к ,  чтобы имел место минимум суммы

- И зt -г j* °  j- t- i  - I  j
S= (м.-к. f+ 1м, - 1 Kj A Z in - 1

- a * ■ -

или минимум суммы

М У . - Ф Ш - 1  i r ^ t
(» l  j  = o ( j - t l - f )

Используя обычные методы Гъ] f получим систему линейных 
уравнений относительно н еи ззестн ь и  к о э ^ и ц и е н т о в  AV в виде

о

- 9  41



-  82 -

Uac ' Jo, К, + .. J Орт Km - 7p ,

J to h .•> ‘ J,, ', T 1 J,m Km — t t

j f / i c  ^ 1 f ( J ^  ■ ' f J />:r>i K m  — *£т

( 4 )

где

•'* /  i f*  /у /л

ч - У Л/,

:>c " ^ ^ — f  )  *•

i c = л ь  r V ,  + £
l - i  L - t

или в виде Л
п .  У y v 7  -  у  у  _ у _  _  ,

у/' у h  J'l i j i t -< ) ‘

,  - Л

7

Обсудим возможные направления применении сформулированного 
м етод а .

I .  Восстановление функции. Под восстановлением функции пони
мается  з а д а ч а  построения степ енн ого  полинома вида ( 3 ) ,  заменяющего 
с минимально-допустимое погрешностью заданную функцию. Рассмотрим 
три случая  наиболее ч асто  встречающиеся на  п р акти к е .

I . I .  Замена аналитической функции приближающим полиномом. Если 
функция зад а н а  в аналитическом внд е ,  допускающем вычисление момент- 
ных либо интегральных харак теристи к  по выражениям ( I ) ,  ( 2 ) ,  то по
строен ие  полинома своди тся  к решению системы ( 4 )  относительно / С  .



В к а ч ест в е  примера рассмотрим замену функции С о д З х  на ин_ 
т ер в а л е  ' [ Ц 1]  полиномом целой полож ительной-степени . Моменты 
функции имеют следующие значении:

f

f % -1, %  = - / ,  м ? =J C c j .r .*\/х =  О, ' , %  ' / - * i c j - i  (•  f a  -  ^ r , ,
О s

%  [ ^ o j i r c i x , , ^  - j r h y ^  /„< •
s ' v

- чЧ6 =j r th a i i f a -  * ' М , 4 Л ъ * * й : - ' ’ • '

В р е зу л ь т а т е  решения системы (Ь)  получен гриближающий полином

/ / V -  /- О.ООСЬЛ -Ч^25д-1 - С, сЗРбх*-' 5 1722л. У J->LW л  * ^

В работе  [ i ]  получен приближающий полином для вида

j ' c V ~  <-C.aO'D54x - </,430726г * f U № 6 . ; ! <2 i W 6  * '■

+ D Ъ5ЬСЧ&хь-  !  Об - fb  J 6 -t С  5Ь 27с з  \ '

Значения,  рассчитанные по выражениям ( 5 ,  Ь) и точные значения 
j - C o d l X  приведены в таблице I .  Можно с д е л а т ь  вывод, что оба по
линома достаточно хорошо приближают заданную функцию.

1 . 2 .  Замена точной функции, заданной в дискретной форме, при
ближающим полиномом. Подобная з ад а ч а  возни к ает  для Функции f / z j  
заданной таблично на некотором конечном множестве точек X ;  \

p * J ,  f <'з,)г ., J ( 3 n j . , когда требу ется  определить J7-*) 
для промежуточных значений ар гу м ен та .  Причем, желательно иметь ре
зультаты  в виде простого аналитического  выражения. Математическая 
формулировка зад ачи ,  предложенная выше, о с т а е т с я  б ез  изменения. 
Р а сч е т  интегральных или моментных харак тер исти к  в этих случаях
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Габ.'.йц? I

”  ~г

'  i
C o s i x

j
j ПО фо ! п ' формуле

0 0 ,0 0 0 0 0 0 1, 0С ...ос
о ,х 0 ,9 51 05 6 0,95X01.1 ,951056

. 0 ,2 0 , ВО9017 0 ,8 0 9 : о . в с э А
0 , 3 0 , 5B77B5 0 ,5 8 78 29 ;) , е'й'т785
0 , 4 0 ,30 90 17 0 ,3 0 9 0 0 : У 3091.' 16
0 ,5 0 0 ,0 0  010 . 0
U ,6 -0 ,3 0 9 0 1 7 -0 ,3 0 и 9 ь ч -0 ,30 90  Lо

• 0 ,7 -0 ,5 8 7 7 8 5 -0 ,5 t -  - -0 ,5 8 7 7 8 5
0-.8 -0 ,8 0 9 0 1 7 -о,.8с;рЙ -0 ,8 0 9 0 1 7
0 , 9 -0 ,9 5 1 0 5 6 —0,9~>iUc. - 0 ,  95I0btj
1 ,0 - 1 ,0 0 0 0 0 0 -1,000V :") - 1 , ОООиОО

производится  по какой-либо из квадратурных у.>рмул. Для примера
рассмотрим функцию у  - на интервале -Г L°; -J . ВПДаН-
мую дискретно  С шагом ь  х  - 0 , 1 .  Решение в виде полицрма имеет
вид

f , X  = i-O/ 0 O fiz -V # 2 rx -0 ,< /2 /2 X i+5,t>282xi- 2  ( 7 j

и" об есп еч ивает  необходимую т о ч н о с т ь .  В таблице 2 приведены зн а ч е 
ния .7= СоЛ!Х , рассчитанные по ( 7 ) .

Подобная з а д ач а  решалась и для функции у — 2 Х £  . В  табли
це 3 приведены точные значения этой функции и приближенные, р а с ч и т а н |  
ные по полиному

У ? ^ =  - 0 ,9 5 М х  -t f g 8 6 5 i x i- 3  % ^ x i-  И ,  2 8 9 5 л  1 

+ Щ т О л * - 0 , 8 5 Щ х 6-  6 ' Ш О Х 1 . .
Совпадение сл ед у ет  признать  вполне- удовлетворительны й.

1 . 3 .  Замена табличной функции, содержащей случайные возмущения, 
приближающим полиномом.



Во многих за д а ч а х ,  связанных с обработкой р е зу л ь т а т о в  наблю
дений, табличные значения функции содержат некоторую погрешность. 
Наибольшее распространение для восстановления  функции получил ме
тод наименьших к в а д р а т о в .  В связи  с тем, что метод построен на ми
нимизации среднеквадратичной ошибки в точках задании функции, по
ведение аппроксимирующего полинома на интервале между точками о ст а 
ет с я  бесконтрольным. Это приводит к тому, что с повышением степени 
полинома в озни кает  лохные колебания между узлами задания функции, 
хотя  аппроксимация возможна с меньшей среднеквадратичной ошибкой. 
Е стествен н о ,  что полученные полиномы неп;игодны для целей интерпо
ляции и дальнейшего ан ал и за  структуры рассматриваем ого  физического 
я в л ен и я .  Численные эксперименты, проведенные по предлагаемому мето
ду п о к аза л и ,  что он свободен от перечисленных н е д о с т а т к о в ,  а т абл .  
2 ,  3 приведены функции С о и у = 2 * * е  , восстано вл ен 
ные по значениям, содержащим случайную относительную погрешность в 
I и 5%. Аппроксимирующие полиномы имеют вид

- 7 я) =  1,0000 + 0,025л - 5,08гьхг+ 0,0727х 3-+ 7939* -  

— 7, 5561 х Ot 2 S i i x b 

для функции с уровнем возмущения в 1%,

j 'Kx)-= 1,0000-0,02Пх-9,9528л:г-  02129x^9,9571 я  у

-  1, 1595л 5-  О, ЫН я  * 

для той же функции с уровнем возмущения в 5% ,

J  (я )  -  -0,957-7 х  +19 О Н  1 х 3-  3  8 3 9 5 л  J-  96 8785 х 1 +

+ 92,8796 X* -  1, 7973я  i -  7,0925л '  

для функции с уровнем возмущения в 1%,

J[x )= -0 / 6283x л 18,1/59 х 2-  72,5902x1 -29306 Лу-+

*■ 10992л5- 129301л6+305976л - 2 5323л*-98737лу

С а )

( 9 ;

( 1 0 ' )

( I I  )

для той же функции с уровнем воэм^щенья Ъ%.
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Таблица 2

ч------------------------ 1-----;-------------- 1
j по формуле j по формуле j по формуле
j (1 2 ) j ( I » )  i (1 5 )

0 ,00 1,0000 1,0000 I ,0000 1,0000

0 ,0 5 0,9877 - 0 ,9886 0,9848

0 ,1 0 0,9511 0,9511 0,9522 0,9471

0 ,1 5 0,8910 . - 0,8920 0,8867

0 ,2 0 0,8090 0,8088 0,8095 0,8051

0 ,2 5 0,7071 - 0,7069 0,7031

0 ,3 0 0,5878 0,5873 0,5870 0,5836

0 ,3 5 0,4540  . - 0 ,4527 0 ,4484

0 ,4 0 0,3090 0,3086 0,3083 0,3020

0 ,4 5 0,1564 - - 0 ,1545 -  0 ,1464

0 ,5 0 0,0000 0,0000 -0 ,0 0 19 -0 ,0120

0 ,5 5 -0 ,1 56 4 - -0 ,1581 -0 ,17 16

0 ,60 -0 ,3 0 90 -0 ,3087 -0 ,3 1 0 4 -0 ,3 24 5

0 ,6 5 -0 ,4 54 0 - -0 ,4549 -0 ,4 70 3

0 ,7 0 -0 ,58 78 -0 ,5 8 74 -0 ,5881 -0 ,5 9 98

0 ,7 5 -0 ,7 07 1 - -0 ,70 68 -0 ,71 61

0 ,8 0 -0 ,8 0 9 0 ' -0 ,8088 -0 ,8081 -0 ,8083

0 ,8 5 -0 ,8 9 10 - -0 ,88 95 -0 ,8 8 56

0 ,9 0 -0 ,9511 -0 ,9 5 1 0 -0 ,94 93 -0 ,9361

0 ,9 5 -0 ,9877 - -0 ,9862 -0 ,9 78 3

1,00 -1 ,0 00 0 -1 ,0 0 00 -1 ,0 00 0 -1 ,00 00
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Таблица 3

0 0 0 0
0,0131 0,0013 0,0010 0,0124

0,0858 0,0852 0,0865  - 0,1035

0,2371 0,2485 0,2513 0,2679

0,4601 0,4739 0,4780 0,4866

0,7358 0,7441 0,7492 0,7476

1,0409 1,0411 1,0463 1,0354

1,3533 1,347I 1,3511 1,3341

1,6539 1,6452 .  1,6470 1,6276

1,9280 1,9209 1,9196 1,9009

2,1654 2,1625 2,1576 2,1408

2,3597 2,3615 2,3532 2,3375

2,5082 2,5132 2,5023 2,4854

2,6109 2,6162 2,6044 2,5841

2,6698 2,6728 2,6623 2,6383

2,6885 2,6876 2,6810 2,6571

2,6714 2,6674 2,6666 2,6517

2,6234 2,6190 2,6252 2,6305

2,5496 2,5^82 2,5599 2,5925

2,4551 2,4577 2,4693 2,5161

2,3440 2,3440 2,3440 2,3440
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2 .  в осстановлени е  производных

Важнейшим свойством полиномов, которые стр оятся  по описанному 
методу, явл я е тс я  способность  приближаться к заданной функции на 
всем интервале с повышением порядка полинома. Это д а ет  возможность 
проведения над ними операции дифференцирования в аналитическом виде 
На р и с .  I ,  2 показано сопоставление  точных значений производных от.

о - 3 -Г "* ■функций y - L O J . / Z  и ■ Ч -  с л  « со значениями рассчитанными по 
полиномам, являющимся первыми прои< одными ( й - П ) .  Обращает на с.ебя 
внимание тот факт , что даже для уровня возиущений в 5% значения 
производной и х арак тер  ее  изменения достаточно удовлетворительны .
В настоящее время наиболее Эффективным средством решения зад ач  т а 
кого родасчитаю тся методы, основанные на регуляризирующих функцио
налах A .If .Тихонова. На. р и с .  I ,  2 представлены результаты  в о сст ан о в 
ления производных по одному из этих методов [ к ] .  Сравнение резу л ь 
татов  подтверждает эффективность предлагаемого  подхода.
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Р и с .  I .

  точное решение и при возмущении 1%;
 по предлагаемому методу при возмущении 5%;

X по методу работы [4] при возмущении 1/Ь;
О при возмущении 5/Ь.



-точное решение; 
по предлагаемому методу при возмущении I *  

■при возмущении 5*;
по методу работы ( * | Пои возмущении тг при возмущении Jn p " В03“ о'“»е нни х^

Рис. 2 .


