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О НЕЛИНЕЙНОМ РАСПИиСТгАЦьНк.й СЛАБЫХ УДлгйыХ аОЛН d KAiUXAX 
НЕРйМЯННиГО ПОЯдРьЧпОГО СьЧЬШКН

Ряд явлений целиной определ яется  зависимостью скорости распро

странения возмущений от величины избыточного давления, несмотря на 

малую его величину.

Законы затухании ударных волн в газе с постоянной плотностью 

на далеких расстояниях от места взрыва определяются атои зависимостью 

[ I,  2 ] .  В настоящей работе применяется метод c i ащивчемых асимптоти

ческих разложений.

Течение вблизи ; ронта волны исследуется с помощью "внутреннего" 

[3, ч] асимптотического разложения, для первого члена которого полу

чаются нелинейные уравнения, аналогичные уравнениям теории коротких' 

волн [г, 5 , б].  Для получения реьенлк, равномерно пригодного во всей 

области течения, лак вблизи принта волны, так и ;..,али от него, вну

треннее и вневнес разложения сращинаются.

саконы дыаоНИн рроятов. ударных »ола оп,«делньтсл из условий ди

намической совместности, зависят от Величины избыточного д е л е н и я  и 

нвлн.-.тсн обобщением соответствующих закаиов для огородного  газа [l],  
d качестве примера раоомот; ена задача о „видении иорьня по степенному

о a-.U;i j  •
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I .  Рассмотрим движение волны малых возмущений (  в том числе и 

слабой ударной волны) в идеальном, политропическсм,' пскоющемся газе 

с давлением p . ^ C O n s t  по каналу, поперечное сечение к о т о р о г о  и э -

меняетсн по закону

г

А = Ао I* \ с 1л i
где До 'i - Cvrtii ; 1 - пространственная координата.

Плотность невозмущенного газа Перед фронтом волны ииеет вид

Pe * t J 2 tS) co = C u n tt ,  S -C O n ^ it,  т \
> ’ i 1 .2  )

т .е .  площадь поперечного сечения канала и начальная плотность удовле

творяют экспоненциальному закону распределения

Я  = До e Jb^  ■ f .  = j L e  в*  ;  J L ; z B>p / 9 - л .*»< . ( i -з ;

В гидравлическом приближении движение газа за фронтом волны 

описывается уравнениями (? ]

Ъ. > Ъ I r z  >Рг / Р = 0 ,
14 { L.H )

М У ) ,  ' Ы . > ' ) г  -О .

где 1г - скорость газа ; i  - время; / - показатель адиа

баты.

асли волна возмущений представляет собой ударную волну, распро

страняющуюся по пойоющемусн газу , то на ее рронте выполняются у сло
вия

г ' - j 7 i O . [ w/ a .  -  a / v ] . a ,  - f i g  , . ( u 5 ,

инИЩ]1,  P-z3» г _ и
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где  Vv -  ск о ро сть  уда;.ной волны; Qa -  ск ор ость  зв у ка  в н е -
возмущенном г а з е .

Кроие условий ( 1 . 5 ) ,  должны быть заданы дополнительные гранич
ные у слови я ,  характеризующие конкретные за д а ч и .  Например, условие 
на  поршне в з ад ач е  о движении г а з а ,  вытесняемого поршнем.

Следует отм ети ть ,  что в с л у чае  степенного  зак о н а  изменения 
площади канала  ( I . I ) ,  для у = I ;  2 ;  3 уравнения ( 1 . 4 )  пред
ставляют собой точные уравнения одномерных движений г а з а  с плоской , 
цилиндрической, сферической симметрией с о о т в е т с т в е н н о .

Перейден к безразмерным зависимым

в сл у ч ае  экспоненциального расп ределен ия  плотности  U . 3 )  при в У 0 .
В зависим ости  от условий типа ^ 1 . 6 )  ̂ характеризующ их за д а ч у , 

безразм ерны е параметры п отока могут не за в и с е т ь  от Г  .
В общем сл у ч ае  в безразм ерны х переменных ( 1 . 7 )  -  ( 1 . 9 )  урав

нения ( 1 . 4 )  со гла сно  ( I . I ) ,  ( 1 . 2 )  примут вид

гг =  ? ‘\ ( t ) } z  = i « l D .
С 1 . 6  )

(  1 .7  )

и независимым переменным

V 1 .8  )

в сл у ч ае  степ ен н ого  зак о н а  расп ределен ия  плотности  ( 1 . 2 ) ;

( 1 . 9  )

-tU rr +(u-X)Uj; - к и г/х  + P x$+ R ) ;

-TRc - J R x  +1и+Д)“]х *2(m*M)U+R)u/x О;

( i . ю  )

2-9141



- ( с Я  'XPx)U >R) ' i t f t ,  > Л Л ) ( / ’ГР) -

и (Щ Р х - Г / ' /Р ) ( в л Х к ( У ^ ) / л ] - 0 ,  ‘ ‘ - и  >

* '  О ij J
где  /< -  , / Л ^  т Г т - - ? Г  U - I ) f Ц . 2 ;  и

2 * .J  ’ m ~ 2 * S ~ 2
jb j

-  I .  /77 - ^  АЛЯ ( 1 . 3 ) .

Условия динамической совместности  ( 1 . 5 )  примут вид

u - f c L v - v : ' ] ,  P - & L V ' - / } ,
\  i . i i  )

я  i r - Ф • * ■ / ] / ' Г ,  v - x  г Г г . .

йсли Фронт волны есть вьукоьая линия, то вместо условии 

( I . I I ;  имеют место условия

/ -  V P lU ,r ) -R i4 ,t ) .u (4 ,t ) - 0 .

Граничные усл о ви р , характеризующие задачу  ^ 1 , 6 ) ,  примут вид

ч = Х  r - X t  ,  Х = Л ( с )  ( 1 .12 )

Проблема распространения сильных ударных волн исследована в 
[8, 9 ,  10].

2 .  Рассмотрим слабую волну возмущения. Параметры потока за
"фронтом волны мало отличаются от параметров невоэмущенного течения
перед фронтом.

Решение уравнений U - I 0 )  представим в виде внешнего асимпто
ти ческого  разложения

P = p ' \ p " f ^  . ( 2 . 1 )



гд е  ' / » U <0> U < 2' »  {% Р '"»Рщ»..л  t » K 0,» R ,n» \ , . .
Для первых членов разложения ( 2 . 1 )  получим линейные уравне

ния акустической теории [ 9 , I d ] ,  Вводя безразмерный потенциал е к о -  
рости

1 f “ } ">
Ту ~и , ( 2 .2  )

исключая из полученной, системы безразмерную плотность , по
лучим систему уравнений

которая в хар актер и сти чески х переменных приводится к виду Эйлера-
Дарбу

Г - ж ’
Например, при /77 = 0  получим решение ( 2 . 4 )  в виде

-  7 -

/
В случае  / / ?  -  у  получим

В общем сл у ч а е  целых положительных значений Ш  получим

. т -1
. . .  /р/е,) ] о - ' г т) !
v - - ^ L T T }  v r h - b j -
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Уравнение ( 2 . 3 )  обладает 'инвариантно-групповы м решением

Г - Г Н ( х )

(J-X*)H“-2 n X U ' п(п-{)Н ■+ Z f-Н = <7.

При / 7 = 0  получил решение в виде 

ХЫ) [Н)  ^

( 2 . 7  )

l  2 .8  )

В общей с л у ч а е ,  вводя переменные•Ч

H = X , ~n Q ( z )  .

уравнение ( 2 . 7 )  можно привести к гип ергеокетрическому типу [ 9 , 1 0 J

z U - i ) Q M* L c - ( ^ a * 6 ) i j Q u )  a f j Q - O ,

Q  ̂n - i t Ь= Л -2гп , с  -- /7 -ГГ}
икорость  фронта волны в акустическом приближении X  ~ У ~  -  2  .

Согласно ( 2 . 7 ) ,  вблизи фронта волны, распространяющейся в положи
тельном направлении оси X  I X  = 1), получим разложение

и ti! = Т ‘">Н' - Ъ , I я (1 -X) ( 2 . 9  )

для волны, распространяющейся в противоположном направлении, 
вблизи фронта ( X х - I )  имеет место р а зд о ж е к и е ^ а я а л о г и ч н о е  ( 2 . 9 ) .

В общем с л у ч а е ,  если граничные условия типа Ц . 1 2 ) ,  х а р а к т е 
ризующие з а д а ч у ,  таковы , что вблизи фронта волны имеет место р а з л о -  . 
жение

/ " % « . е * / .  1 г л о )
J x  г



для второго члена разложения ( 2 . 1 )  можно получить вблизи фронта

полны  ̂ X  ш I )  ' '

и а > . р ' ‘> , д “ > * £ го 1 а - л Г г9] .  t 2 . „  ,

Согласно ( 2 . 1 0 ) ,  ( 2 . I I )  имеет место з а д а ч а  нерегулярных в о з 
мущении [ ъ ]  при ^  > - j

t - x - 0 ( b * - " ) ,  и ^ и ^ т * * ) .

3 .  В области нерегулярности  разложения ( 2 . 1 ) ,  вблизи фронта 
полны, решение системы уравнений ( 1 . 1 0 )  представим в виде вну трен -  

• него асимптотического разложения

P = j ? i № + - " - f  ( ъ л  )

где  J§s<  У , св язан о  с g  согласно  ( 2 . 1 2 ) ;  ^  у  ^  ^  
величины порядка единицы.

Подставляя ( 3 . 1 )  в систему уравнений ( 1 . 1 0 ) ,  для первых 
членов разложения получим систему нелинейных уравнений

Д - = . *  - У г - Z J 4 Z i - ( j u - i j j U t  + r » j u - o .  ( 3 .2  )

I

Из условий динамическое совместности ( I . I I )  получим

= -■-# - 2 ( f ~ z S t ),  V =  i+MV- t fr ) .  (3 .3 )

Уравнений ( 3 . 2 )  и условия ( 3 . 3 )  аналогичны уравнениям и 
условиям теории коротких волн [ l ]  для одномерных волн 
; .чспространяющихся по г а зу  с постоянной плотностью ( £  = 0 )  
и Л  -  1 . 2 ) .

Ьсли течение не зависит  от 
Фсонте ударной волны (Г = I ,  получим

I

и ) ' то полагая  на

/ / ( d )  = f i ( d )  = X ( d ) ~ 2 \ ( 3 . 4  )



-  ю  -

Общее решение уравнения ( 3 . 2 )  имеет вид

<Г= С M ( j u i  ;

8  М  ( j U t ' * ) - j u Z r 7 F ,  / »  =  /

Решение ( 3 . 5 )  перепишем в виде

J U  =  Z  L  [ ( f + j u t r ,  z ) c ~ J] ,  т  -  /

З д * с ь L -функция обратная  произвольной функции ,
Если решение уравнения ( 3 . 2 )  не зависит  от С

( 3 . 5  )

лучим м т ¥  / ,т т г/Г} >

8 = С м  - j u ^ u , / п - х .

( 3 . 6  )

то и о -

( 3 .7  )

Подставляя решение ( 3 . 5 )  в условия ( 3 . 3 )  получим закон движения 
фронта ударной волны

( 3 . 8  )
'  JL = T tP \ / j > - 2 ( i - ' n ) f i / 1 ' ( x ) c / ' (  ,  Т  Т m f t ,  

ц = т ( 1 п ~ )  \ j d - 2 j ^ . M ' f x ) c p ,  ^  = / ' г '  т - 1 ,

гд е  ' О  -  постинппан и нтегрирования .  .
Формулы ( 3 . 8 )  аналогичны законам Л .д .Ландау  [ l , ъ ] ' .

Для течен и я ,  не зависящего от Т  , согласно  ( 3 . 4 ) ,  ( 3 . 7 )  оп
ределим постоянную О

c „ . i i S Z 2 ~ ' * ,  ( ™ " > ;  С - ^ - ь г ,  > ) . ( 5 . 9 )

Кроме условий на фронте ударной §олны ( 3 . 3 ) ,  внутреннее ре
шение ( 3 . 6 )  должно у довлетворять  условию сращивания ( 3 . 4 )  с внеш
ним разложением ( 2 . 1 ) ,  при этом определяется  'произвольная Z  
в решении ( 3 . 6 ) ,  если внешнее решение полностью определено .
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4 .  Рассмотрим движение г а з а ,  вытесняемого поршнем, движущимся 
по закону

Х - е , и - х - с х т (  4 . 1  )

Параметр времени <Г не входит в ( 4 . 1 ) ,  следовательно,
течение не зависи т  от £" ,

Уравнения, описывающие поведение параметров потока между 
поршнем и фронтом ударной волны,, имеют вид ( 1 . 1 0 )  при ’§ ^ -  = 0 .

Внешнее ( а к у с т и ч е с к о е )  решение ( 2 . 8 ) ,  удовлетворяющее условию на 
поршне ( I . I 2 ) ,  ( 4 . 1 )  имеет вид

и ‘" - f " 1 - е  < - - г  >

Длн т о г о ,  чтобы условие ( 2 . 1 )  выполнялось, необходимо m  > .

Внутреннее (теории коротких волн) решение, удовлетворяющее 
условиям динамической совместности ,  имеет вид ( 3 . 7 ) ,  ( 3 . 9 ) .

Длн получения пригодного во всей области решения и определе
нии положения фронта ударной волны ( X - V  -  J  * Л )  срастим од- 
нпчленные внешнее и внутреннее разложения.

Одночленное внутреннее разложение одночленного внешнего р а з -  
;"рженин ( 4 . 2 )  имеет вид

и i  ? г ( - г х Г - г  " г "[ги-] ”  4 - 3 ,

.„почленное внешнее разложение одночленного внутреннего разложения
i . ' l )  имеет вид 0 .  -  /vw

„ , > ,  '  .  / у -  /  -  Z A S f  r i - ' . - j  v ) ! " *
" ,  7 - Г - , f i r  № У - Ю Г  , ,

t /  \ J  '  ( 4 . 4  )
y . x j

Из условия р авенства  ( 4 . 3 ) ,  ( 4 . 4 )  получим 

/ / , /  /  ~ I -y>7 /  / / n  r  i4emW<А -№ (-гс > ]  £ ,,.M
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Так как по условию ( 3 . 1 )  и учитывая /? ) > - ■ £  ,
получим /77 <  У , согласно  первой формуле ( 4 . 5 ) ;  при s r j  -  I  
получим вторую формулу ( 4 . 5 ) .  .

£  частном случае  ( I . I ) ,  ( 1 . 2 )  при ]) = I ;  2 ;  3 ,  и
S  ~ 0 получим положение фронта одномерной волны с плоской, ци

линдрической или сферической симметрией, распространяющейся в газ« 
с постоянной плотностью, аналогичное полученному в [ l l ,  12 , 13 / 
другим методом.

5 .  Рассмотрим частный случаи /77=  0 ,  обобщающий плоскую 
волну в г а з е  с постоянной плотностью.

Пусть закон движения поршня ( I . I 3 )  имеет вид

^ =у ^ ^  ,  Ц = Е г  . ( 5 . 1 )

Последнее соотношение ( 5 . 1 )  я в л я е т с я  условием возможности 
использования метода малого параметра (малые возмущения).

Одночленное внешнее разложение ( 2 . 1 ;  имеет вид ( 2 . 5 )  для
волны, распространяющейся в положительном направлении оси X  •

Удовлетворяя условию на поршне ( 5 . 1 )  (сн о ся  это  условие в 
X  -  0 ) ,  получим

идночленное внутреннее разложение имеет вид ( 3 . 6

j u .  L [ ( S - r f r ‘I .
ш У

Из условия сращивания ( 5 . 2 ) ,  ( 5 , 3 )  пожучим

L - 1?  г*

)

( 5 .3  ) 

( 5 .4  )
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.шпон движения фронта ударной волны, согласно ( 3 . 5 ; ,  ( 3 . 6 J,

. . .И ) ,  ( 5 . 4 )  имеет вид '

о. В частном' случае т  = I ,  Обобщающем сферическую волну,

1>||г:сиотриы движение поршня по закону
/ * £  *  2 - cl

l+f * у, ь . i  ;

2  / 2 ,  6  £ Г  3

Последнее соотношение ( ь . 1 )  есть условие применимости метода 

малого параметра.

Акустическое решение ( 2 , 6 )  для волн, распространяющихся в по

ложительном направлении оси X  > имеет вид

/ Ц  " 6  Z _ r ' / i - X  I Г *  Л /Х Я ’I Н ' 1 Г  1'-г " гф/ (Тг)-Х*г(гг/>Р -JxF.ji).
Удовлетворяя условию на поршне ( 6 .1 )  (снося это условие в 

X = 0 ) ,  получим

Одночленное внутреннее решение имеет вид ( 3 . 6 ) .  Из условия 
сращивания ( 6 . 2 ) ,  ( 3 . 6 )  подучим

3  ( 6 .3  )
/ (  = 6  ^ 7 - У .

Случай £  = - I  рассмотрен в параграфе 4 .
Закон движения фронта ударной волны, согласно  ( 3 . 8 ) ,  ( 6 . 4 ) ,  

имеет вид ____________________ _____________________

/ г .  г / в ,
I

7 .  Рассмотрим течение в кан ал е ,  площадь поперечного сечения
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в .и .к о р и ь к о ,  В.К.ШАШИН

РАЗВИТИЕ ПЛОСКОЙ ТУРБУЛЕНТНОЙ СТРУИ 
НА ПОВЕРХНОСТИ ЦИЛИНДРА

Струйные т е ч е н и я ,  развивающиеся на криволинейных п оверхностях ,  
характеризую тся  перепадам давления поперек области течения и вдоль 
н е е .  Например, с т р у я ,  развивающаяся на поверхности цилиндра, прили
пает к поверхности на значительной ее протяженности ^ э ^ е к т  К о ан д а) .  

то обстоятел ьство  и спользуется  в ‘ пневмониие и авиационной тех н и к е .
Из множества р ао от ,  посвященных исследованию развити я  турбулент 

■чх струй на криволинейных поверхностях ,  следу ет  отметить работы 
■ Невмана N  . Н.Накагухи [z] , и Л .Фекета [ъ], которые изучили 

, .звитие струи на поверхности цилиндра и получили различные эмпири- 
ские соотношения, описывающие изменения аэродинамических х а р а к т е -  

у истин ст р у й .
В настоящей работе  рассмотрена з ад ач а  развити я  плоской т у р б у -  

чтной струи на  поверхности цилиндра на основе обобщенных у р а в н е -  
ч й турбулентного пограничного слоя и р е зу л ь т а т о в  эксперименталь-  

. исследований. При решении задачи  выбрана трехслойная  схема р а з 
ня пограничного с л о я ,  т . е .  вся  область  течения делится  на  три 
я :  I  -  ламинарный подслой =С07Цг^1, I I  -  пристенный турбу-
тный слой / L g ^ y U r n /  , I I I  -  свободный турбулентный слой 
-ш ' v  X  Um  ) .

Постановка задачи

Уравнения движения и неразрывности вязкой  несжимаемой жидкости 
оском турбулентном пограничном с л о е ,  развивающееся на цилиидри- 
ой поверхности, в цилиндрической системе координат, имеют вид

(.рис. I ) .


