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В.Ф.БАКЧЕЕВ, В.А.ВЫОДАНИН

МОДИФИЦИРОВАННЫЙ МЕТОД ДИСКРЕТИЗАЦИЙ 
ПРИ МОДЕЛИРОВАНИИ ПРОДОЛЬНЫХ КОЛЕБАНИЙ

Свободные упругие продольные колебания ЛА в связан н ой  си
стем е координат описываются уравнениями вида I

д  h  т ( у ) д ги ( * , У +  у  c f * U i f t )
Ъ2 <дх j  ' У ^ { Г  + f №,i - y j p  ’ ( I  )

+ C * L U i l i )  u ( x v l ) ] = 0 ,  ' ( 2 ) .

где  B i x ) — -  ж есткость  корпуса при сж атии -растяж е
нии; т ( х ) -  погонная и а с с а  к о р п у са ; пп$  -  м асса  \) -о г о  
сосредоточ ен н ого  г р у з а ;  С j  -  ж есткость  крепления •) -о г о  
г р у за  к корпусу ; U (X ji)-  смещение сечени я корпуса вдоль оси 
при к олебан и ях ; U ^ d )-  смещения l) -о г о  г р у за  вдоль оси

X  при к ол ебан и ях . Не нарушая общности рассуж дений, в дальней
шем будем рассм атри вать  лишь свободные колебания ЛА. В сл у ч ае  по
л е т а  граничные условия имеют вид :

s / x )
' д х  _

на концах ЛА.

С ущ ествует н есколько  общепринятых м етодов.м оделирования 
уравнений ( I )  и ( 2 ) :

конечно-разностны й метод по координате JC ; 
м етод интегрирования уравнений колебаний в обобщенных 

коорди н атах ;
м етод дискретизации  систем ы .

»
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Первый метод неприемлем в случае  разрывных эпюр т  ( * )  
и Ы х )  так  как  требует  большого числа узловых точек  и,
с л е д о в ат ел ь н о ,  операционных усилителей для смоей реали заци и . Вто
рой м е т о д с и я е а н с  большим объемом предварительных вычислительных 
работ по определению форм и частот  свободных колебаний и их с т а 
тистических х а р а к те р и с ти к .

й ето д  дисрретизации упругой системы наиболее  удобен при р е -  
иении стати сти ч ески х  зад ач  на  аналоговых вычислительных машинах. 
Этот метод предлагает  замену механической системы с распределен
ными параметрами некоторой системой с сосредоточенными массами и 
беэнассовыми пружинами, соединяющими эти массы. Однако, нет четко 
обоснованного алгоритма вычисления ко л ич ества  м асс ,  их значений и 
величин ж есткостей пружин. Все это приводит к тому, что сходимость 
решения задачи  в каждом конкретном сл учае  требу ет  специального 
обосн овани я.  В некоторых случаях  сходимость о т с у т с т в у е т .

Ниже п р ед л агаетс я  модифицированный метод д и с щ е ти зац и и  упругой 
системы (ЛА), свободный от недостатк ов  в сех  перечисленных выше ме
тодов и представляющий хорошую возможность ст ати сти ч ески х  исследо
ваний на ЗАВЫ.

З ад ач а  став и тся  т а к :  найти алгоритмы для определения оптималь
ных длин уч ас тк о в ,  величин сосредоточенных масс и ж есткостей пру
жин, обеспечивающих сходимость решений и простоту стати сти чески х  
испытаний.

Уравнения ( 2 ) ,  описывающие колебания сосредоточенных гру аов ,  
моделируются просто, как  уравнения осцилляторов с правой частью, 
равной C y U / X ^ t )  .  При этом, решая^ статистическую  за д а ч у ,  коэф
фициенты и С $ (или и / / =  ) можно менять согласно
законам распределения вер о ят н о ст ей .  Таким образом, о с т а е т с я  рас 
см отреть  метод моделирования уравнения ( I )  в частных производных, 
то е с т ь  уравнения колебаний несущего корпуса ЛА как балки .

Рассмотрим у часто к  корпуса  ЛА между сечениями и ,
внутри которого нет сосредоточенных гр узо в  и разрывов в эпюрах
у  £ 0 0  И * а л т 1 / п л " й ^  (  л и л  Т  \
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Со стороны соседних участков  на него действуют некоторые силы

t +г , являющиеся внешними для рассм атри вае
мого у ч а с т к а .  Деформация этого  у ч ас тк а  описывается уравнением:

д ra ,7l d u t* J h _ m lx) "

и граничными условиями

П  / у )  Л / "  уЪ(х)  при Л~Л‘ >
’  '  ( 4 )

g [ z j  = _  У / . , . п р и  .

Эквивалентом этого  у ч ас тк а  в дискретном представлении будем 
счи т ат ь  двухмассовую систему (р и с .  2 ) ,  г д е  и  -  сосредо
точенные массы; C i , i - n  -  ж есткость  пружины; -  длина ж
участкам '

м  (б)

иМ

Р и с .  2 .

И I ф
Неизвестные параметры М; , т ,  ж C ^ i -ц системы (В) 

будем искать  из условий одинаковости соотвествующих перемещений 
концов систем (А) и сосредоточенных масс системы (В) при заданных 
внешних си л а х .  Внутренняя упругая  си ла  деформированной пружины рав
на

M , i . <  / t j ^ Ct ' i - n [ и  Iх !-»’ ! i )  * U ( * ‘ , V ]  .



Далее проинтегрируем дважды по X  уравнение ( 3 )  с учетом 
граничных условий (4 )
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*е
л

• Щ т  Jh*>  щ У ь * -  *«**>■
Л, X,

Откуда при х - х ^ 1  имеем

■1.И
■ f c h j m /л ) Ш £ * £ 'с ( х  -  Ш ;

'  * Л  *>•] к ■ ■ р м ф * # -
л ,  и,

Разрешив их относительно К , ^ г ш  и. A/;:h l / t )  ,

получим

/ Z i - f j / t ) — C i ' i u [ L / / Xii<, £ ]  U f Z i / i r j j  +  С 5 )

- M i r ,  / « V - u f r i ,  i ) ] -  ( 6 }

-  *  - J h f i v  w * *  гФ > ^ *  i
где r " ‘ = [ f b *  ] * '

l’L*‘ L-J e& J  •
Для системы (В) уравнения колебаний имеют вид

. /77 "t U (х> *) + £  i-n jU f ti / tJ -U (* 4 ,$ ]= ^ ',  f t j  j  (  7 )

Ч
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т ',, -t) [ U l » , i , i )  -  U (* i, i j ]=  ( 8 )

где  точки над ' U l x / t )  обозначают вторую производную 
по времени, т . е .  ускорение м асс .

Приведем уравнения ( 5 )  и ( 6 )  к виду ( 7 )  и ( 8 ) .  Для этого  
выразим функцию Л * Л )  через  перемещения концов у ч а с т к а ,  вос
пользовавшись методом Фурье решения уравнения ( 3 )  с граничными 
условиями ( 4 ) .  В этом случае

где  S M  -  обобщенные координаты; J f r )  -  форма 
И  - г о  тона свободных продольных колебаний балки сосгвободными 

концами. При л  = 0 , * и собствен ная  ч а с т о т а
колебаний Ц)е = 0 .

Ограничившись нулевым и первым тонами колебаний (при со о тве т 
ствующем выборе длины у ч а с т к а ) ,  будем иметь

d/2.  tj-~ /ij J ( 9 )

u i x . . t ! ^ S , t i i - > S , H ) J , M ,  n o ,
J

U(Zi-Hji) f  J'ofV+J',/*:)/, (*<■») . с и  )

Если форма I - г о  тона колебаний у ч а с т к а  и зв е с т н а ,  то функции 
х  ( i )  И ^ Ц )  можно выразить чер ез  перемещения его  концов

X  а ) = а , [ Ш ъ Л ) - ш * ™ Л ) ]  >

So (t)=Ql u(x4 -t)-aJu(zl+4 {j.,
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гд е  Q f --- [ 4  f a ) - /

4  =  - O j ,  (X u ,) ,

Qs  =  -  Q j % (Z iJ  .

Т огда U ) л С /i j fa  -f О , / , / * ) ]  -

- й ( х ; н , У & + а £ № ] -  ■ ( 12 )

9 •  ■
П одставив (1 2 )  в ( 5 ) - ( 6 )  и введ я  дополнительные обозначения, 
получим следующие уравн ен и я , описывающие колебания системы (А) 
( с  точностью  до второго  тон а колебан и й ):

М% ( »  )

М ! , . й м ) А ф 1 * ' Л - Ц 14 >

г д е  обозначены

* « !] & '. ‘ 1 5 ’

‘ “ '

K r - < 4 " - 4 J ™ '( x j A - ( 1 7 )
Л /  ■ -

1 ,7 ,  -  - М *  + 4  (m fz je fx  . С Г8 )
*'** V

ДГ.'

Коэффициенты ( 1  и ^  имеют разм ерн ость ' массы , а 
умма равна полной м ассе  у ч а с т к а , т . е .

+c{'j H  - td ' i 'H,  — J m f x j d z  . _

л
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Из сравнения уравнений (13 -1 * 0  с ( 7 - 8 )  видно , что реакци я 
вивалентной системы (В ) на внешние.срлы будет такой  х е , как  у 
прерывной системы (А ) , если значвния-сосредоточенны х масс и 
з т к о с т ь  пружины вы числять по формулам т  ' ;

\  е ., —C ii*/ « При этом в процессе моделирования необходимо 
итывать перекрестны е инерционные с в я зи , т . е .  м оделировать уравне

н я ( 1 3 - 1 4 ) .  Чтобы получить полную систему уравнений колебаний дис- 
етного ан ал о га  ДА, проделаем следующие операции: запишем анало*- 

г  чно (1 3 -1 4 )  уравнения движения у ч ас тк а  корпуса между сечениями 
~ И X i -  * ! f  '

*  • •  < 19 )

П едп олагал  с н а ч а л а ; что  в м есте сты ка участков  (в  сечении  <3/ , )  
приложены внешние для ЛА силы и не подвешены сосредоточенны е 

п у з ы ,  будем иметь р авен ство  - v

<  =  ,  ,  ( 20 ) ’

к к для внутренних сил в корпусе ЛА.
Сложив (1 4 )  с (1 9 )  и учтя  ( 2 0 ) ,  получим в окончательном  виде 

авненме движения I -о й  сосредоточенной нассы (располож енной 
•еченми £ ;  ) эквж валентной дискретной системы :

U /X i- i f t j j - t  (*i+r[UfZ;t U (Xi-п ,~t)] ~ 0 )

/ *
где /77/ — /77/ -t 777/ . , а  остальные коэффициенты определены выше.

Уравнениями вида (2 1 )  описываются колебания любых сечений кор
п уса ЛА, кроме концевых. Движение носика ЛА описывается уравнением
(1 3 )  при ; = I ,  например, и Л £ Ц } = 0  , а  движение донного
с 38<» -  уравнением (1 4 )  при M4ftJ=0* Щ . ' щ  t'=0 • Если в

се  гении -£ / приложена внешняя си ла P ( i] ' ,  то она должна быть 
зап и сан а  в правой ч асти  уравнения ( 2 1 ) .  Если в этди хе сечении  под-
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вешены сосредоточенный груз  с  кассой П $ , то в ( 2 1 )  должна
быть добавлена дополнительная упругая  с и л а .  В этом сл учае  колеба
ния сечения будут описываться уравнением вида

1 г 1 Г 1  ̂ 22 J
[ U p i , i ) - l U  •• U j.tj j . p / i j  . .

Комплекс уравнений вида ( 2 2 )  и ( 2 )  полностью определяет  
возмущенное продольное движение ЛА.

Выражении для р а с ч е т а  коэффициентов уравнений ( 2 1 )  и (2 2 )  
принимают исключительно простой цид, если эпюры погонных 'масс и 
ж есткостей  по длине выбранного уч ас тк а  постоянны (или поактически 
постоянны ).  В этом сл учае  форма- колебаний первого тона имеет вид

,т -  ■" 'J, ■ - *4   г

Подставив его в ( 1 5 - 1 8 ) ,  получим

( 23 )

^ 055[ т -  - ' у -l, А • '••• - * < ) ] ;  ( 2А )

s *  =£}&■'»( X‘f r ~ > . "( 25 ).

Ь ест^ор ть  пружины njS« этом равна

( 2 6 " )

Как’ видно из ( 2 3 - 2 6 ) ,  параметры дискретной системы нвлястся  
Функциями значений масс и жесткостей в середине учас тков  разбиения
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Уаксииалъно допустимые с точки зрения точности моделирования длины 
участков  можно определить ,  исходя из требований выполнения прибли
женных равенств  ( 9 - I I ) .  Последние будут справедливы, если макси
мальная ч а с то т а  сп ект р а  возмущений • значительно меньше соб
ственной частоты второго  тона колебаний у ч а с т к а  как  свободной балки,

.то есть ^  ^  .

Как известно

^  =  п Х  , ( 27 )

г д е  и 0 и т 0 -  значения эпюр жесткости и массы на  у частк е
(постоянны по д л и н е ) .

Достаточная точность  моделирования получается  при условии

Щ — idmaa. .  ̂ 2В )

При этом \  К  будет величиной второго  порядка малости
по сравнению с S0 HJ и первого -  по сравнению с S J i )  , Из ( 2 7 )  
при п= I  с учетом ( 2 8 )  получаем ограничение свержу для длины 
у ч а с т к а  разб иен и я:

где  Л т а з = ч а с т о т а  в г ц .  .
В заключение заметим, что сходимость предложенного метода

дискретизации системы и ее  моделирования обесп ечивается  сходимостью 
примененного метода Фурье. С татистическое исследование такой  модели 
в есьм а  п р осто ,  т . к .  конкретные реализации коэффициентов л егк о  вы
числяются по формулам ( 2 3 - 2 6 )  при известных закон ах  распределения  
в ер оятн остей  эпюр . т  ( л )  и 8>(xJ .
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