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четные схемы приведены на ри с .  2 , 3 .  При р ас ч ете  были использовины 
экспериментально„определенные значения гидравлической жесткости

*  £?*  -  „  датчика h y ~  ^ —  и коэффициента сопротивления демпфера К .

Амплитудно-частотные характеристики  датчика давления и подводящего 
трубопровода по отношению к полезному НЧ сигналу без  наложенных и 
с наложенными ВЧ помехами представлены на р и с .  2 , 3 .  Из графиков 
видно, что наличие помех в виде наложенных ВЧ пульсаций давления 
на входе в гидравлическую м агистраль системы измерения давления мо
жет привести к существенному изменению его амплитудно-частотной ха
рак теристи к и .
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В.А.ВЬКЖАНИН, А.А.СОЛОВЬЕВ

К ВЫВОДУ УРАВНЕНИЙ ДВИЖЕНИЙ АБСОЛЮТНО ТВЕРДОГО 
ТЕЛА С УПРУГИМИ ЭЛЕМЕНТАМИ

В работе р ассм атри вается  вывод общих уравнений движения механи
ческой системы, состоящей из абсолютно твердого  т ел а  и упругих эле
ментов, закрепленных на твердом теле  таким образом, что они могут со
вершать малые упругие колебания относительно своих положений равно
в е с и я .  Под упругими элементами системы принимаются изотропные т е л а ,  
деформации которых удовлетворяют закону Гука [ i j .  Для вывода уравне
ний движения рассматриваемой системы и спользуется  вариационный прин
цип в форме Гамильтона-Остр 'оградского. Это позволит получить необхо
димые и достаточные граничные условия и достигнуть  иввестной краткости 
уравнений движения ^ 2 j .  В дальнейшем ограничимся рассмотрением си сте
мы с одним упругим элементом, т . к .  наличие в системе нескольких эле
ментов приводит лишь к суммированию величин, относящихся к ним, в 
уравнениях движения.
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Обозначив через 7  ’ и У ' кинетическую и потенциальную 
энергии системы, вычислим вариацию и н теграла  j f  , ко
торый берется  между двумя фиксированными моментами времени X, 
и гd  . Обозначив через J 7J  работу ,  совершаемую приложенными к 
системе внешними силами на возможных перемещениях, согласно  вариа
ционного принципа можно зап исать  / I ,  2]

S [(Т- T-)cli = О* ( I )
%

Введем следующие обозначения: а )  систему с недеформированным
элементом будем называть недеформированной системой и в се  величины, 
относящие к н ей ,  будем отмечать значком ( 0 ) аистему с дефор
мированным элементом будем называть деформированной системой; в )  ве
личины, овносящие к твердому те л у ,  будем отмечать значком С ) .

Пусть J э -  постоянная плотность упругого элемента; X  - 4 
область з ан я т ая  им в данный момент времени; S  -  граница области 

Z  . Тогда ,  обозначив поверхность к онтакта  упругого элемента тела  
через S i c  и свободную поверхность границы SV. запишем

Введем инерциальную систему координат -** i , орты
направлений осей которой обозначим 3J , а  также свя 
занную с твердым телом систему = ^  3  / с началом в некото
рой точке О т е л а ;  единичные оси подвижных осей обозначим череэ

■ £ 7 / = .  ,

Тогда радиус-вектор  точки системы относительно точки О можно 
п редставить :

ъ
где ^ S -  ради у с-векто р  точки относительно О '  ,
т г  d  *" ”  радиус-вектор  рассматриваемой точки системы о т -
7->/ -  £ _ i  t L S

яосительно О ’ •

Следовательно, положение твердого т ел а  в пространстве 

цожяо зад ат ь  вектором 2J и косинусами J углов между подвиж-
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Также справедливо равенство:

h Z '  - / / / -  £ b ‘> ^  у ( 8 )
I

Далее перейдем к построению' вариаций тля 7^ , // . у / .

В силу формулы ( 4 )  кинетическая энергия системы равна

7 7  М  h * -1- /V fa ( СОх ?.с )  v ^  щр Л' l-c? +

'  h f j i - ' d ! '  * <<]■■/ t f f f a P ' X f l * '  с /Г '

где М  ~ “ асса всей системы; ^  Jr > iTy  c/z } /m  

радиус-вектор относительно точки о центра масс системы;

( 9 )

|Г
^  О " -

- тензор инерции системы относительно точки О .

Введем в рассмотрение вектор количества движения системы

7  -- /V(\fa + с5* Тс )+р ] [  (ТсТ ( 10)

и вектор момента количества движения системы

С, - Те * м fa /- в  ш + р lz (2yx(j)c /Z .  ( и  )

Можно показать, что

Г  у г о л -  г  О Т -  Т. ( 12 }

Тогда ввриацию кинетической энергии можно записать
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Следовательно, / Г -  /. 6,, fo-c/f - А : iZV-./.C
v у  a  a J <г У г . г  ■ а >

где &,с/ = • '/дУ1р ~ компоненты тензора напряжений <7 »

Заметим, что в используемой линейной т е о р и и /3 /  :

— Л - IKS t'* s  * ( 16 )
(/

где Я/у к s -тензор упругих постоянных, симметричный относи

тельно перестановок / и / ,{ ц  , f  и к  пар.

Для изотропного тела тензор у ! г к s через постоянные Ламе

А и ,/У определяется по формуле *

А  /  ЛГ/ Я  ^  Л  К h s  J ( 17 )

где i j  -  символ Кронекера.

Подставим ( 1 6 ) ,  (1 7 )  в выражение / У и, проведя некоторые

преобразования, получим lT," /  ijuj.

*■ p g z i b - i j .  f T d J  - J i  ( A ' P j f t c r t / c / i v y  У I8  )

Примем, что к телу приложены внешние силы , которые ка

возможных перемещениях /  2У совершают работу/’ Jy / /  ", ,

Среди сил, действующих на упругий элемент, будем цдЯ ячать  силы мас

совые и действующие на каждый элемент p J ' t  и силы поверхностные, 

действующие на элемент с/fa . Обозначив вектор массовой силы, от

несенный к единице массы через /  , а вектор поверхностной силы,

отнесенный к единице поверхности - *. , согласно ( 8 )  запишем

f J  ' г 7  ,■ f f s f  Ц  Л* - Л - ,

где. к  и . /  главный вектор и главный момент относительно

точки ф  всех приложенных к системе активных сил;
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Подставим в ( Ц  выражения < /  V, о Д  и проинтегрируем по
частям члены J  у / , Д , iFd’f  • в  СИЛУ независимости и про

извольности ,;,V~ f u / /  : ‘у ~  и Т . К .  при i = ^ f ,  $ £  i>ec а  э 

получим следующие уравнения движения рассматриваемой системы':

т .

-  /  * (Д  г  /и )у- t u j  durty tУ  atk y i A i / у  f

( 19 ) 

( 20 )

( 21 )

к которым необходимо добавить граничные условия

• ( у} /  J  * у *  “ / / ( 22 )

на свободной поверхности Jjr и = 0
•на j 8*; в случае  жесткой заделки  элемента в твердое т е л о .

Таким образом, система уравнений движения твердого  т ел а  
с упругим элементом п р едставляет  собой совместную систему обыкно
венных дифференциальных уравнений и уравнений в частных производ
ных. Решение этой системы будут содержать произвольные функции и 
постоянные, которые необходимо подчинить определенным граничным 
и начальным условиям. Начальныв1условия заключаются в том, что з а 
даются положения и скорости  и твердого  т ел а  и де
формации и скорости U точек  элемента при ■{ = 0 .

Выше при выводе уравнений движения твердое  тело и упругий 
элемент рассматривались как  одна си стем а ,  бл агодаря  чему при вы
воде уравнений движения не было необходимости вычислять силы в з а 
имодействия между ними. Главный вектор  "р~ и главный момент А /  
этих  сил представляются теми членами в уравнениях ( 1 9 )  -  ( 2 1 ) ,  ко
торые отн о сятся  к упругому элементу , т . к .  соответсвующие уравнения 
для одного твердого  т ел а  можно за п и с а т ь :

^  Q~r = / Т ,  '  Г ,
^  ______ '  _  ( 23 )

Щ г  г
a t

16-9141
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гдс К г и г главный вектор и главный момент относительно 

точки О внешних сил, приложенных к твердому телу.

По определению [ъ]

Р  L  ( h > * e ’n  с 2 4 }

где ,JЛ - напряжение по нормали к поверхности J ’.t . 

Уравнение движения упругого момента можно записать так:

‘ 1 f СО х . ' , 4 ’ ‘' '

,ч б, /<-' : ' *, 1,1 - составляющие (о" в направлении оси

.г ,  Следовательно, используя формулу Гауеса-Остроградского

I /е f  Р'
(' " Р т г ;  j r  '

ааения (2 4 ) можно записать в виде:

-  /• ” / Л « 3
P P L  f P L L

j \ f  P h  (  4 > * J )d P  ' j  4 ~ Р  * P f  I 1*/

где Цц -- p f  L .U  -  количество движения, С,у- (  Р  Р- 1 / •'
момент количества движения упруГгого элемента.

Таким образом, уравнения (23)  можно рассматривать как другую 

уорму у; lKHeiinn движения твердого тела с y j т’им элементом. К ним 

необходимо добавить уравнение (2 1 )  с соотьстс гьуюцими граничными 

условиями.

цыпку дникение системы рассматривалось по отниниааю it инерциаль- 

ной системе. Далее коротко рассмотрим .. -и лакщРсистемы по отноше

нию it их общему центру масс, вектор скорости. ГУ центра масс си- 

•" мы" определяется интегрированием у рав-юнин р i 9 ) ,  которое с учетом 

К / ’ можно аписить я виде :
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f  •* .  _

+ I '  (Atjujytocfdikif t jt/d,kt^iac{y~^
( 27 )

где  _

T  = r +f  (у д ?  + ***'£ ,J  v \ /  • ( 28 )

Пример. Рассмотрим движение системы, состоящей из твердого 
т е л а  в форме цилиндра и жестко заделанных в него  двух пластин пря-> 
моугольной формы (р и с .  I ) .  8 а  оси подвижной системы примем главные 
оси недеформированной системы. Пластины, для которых выполняются

Р и с .  I .

основные гипотезы тонких пластин [ ь ]  , совершают малые колебания 
относительно своих положений равновесия ,  совпадающих с плоскостью 

О Х 'З ;^  • Ограничимся рассмотрением вращения системы относитель
но оси X t ,  с угловой скоростью aJt, , т . е .

h o  ~ -  ^30  - СО, -  и?ъ -  с/
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Для точек пластин Ь, = - О t fa  - -  Я, Uk + ts , . Составляющие
момента количества  движения системы 4 .

ТГ, - r l LО Ж, /1
£ /

Gz -  &t P>i J 'j  J
-  Л  „  3

, , , ,  J  1 - м

> !  f  JT , р  d x t dxz с/Х3 rj>) J J-2’/ Px, с /хг
? Л X  т

dx,

( 29 )

Подставим выражения (2 9 )  в уравнения (2 6 )  и (2 7 )  и пренебре
г а я  членами второго порядка малости, получим системуорого порядка малости, получи]

Л  V " .  ^
О,  ш Л 1 ]  м  d , d x ,d x < d x } - f ] /  J x ,  d3d x ,d x t d x ,  - -a  ,
■ _a .4 г -* / 2  ( зо )

x Pj  , й ] E h - i t ? s v  0 ^  1
f 1 1  u >t щ < * } \ Э т *  c f c ; ‘d r /  ' э . г ,  - /

и граничные условия 
0  Уз при X, -  ± z гУ» -  ° /  э х ;

о , С 31 )

-  х , = ± ( 2* г ) ,  Xj, = t  J  •

В ( 3 0 )  и (3 1 )  введены обозначения:

-  момент внешних сил относительно оси ^  ;
<р -  модуль упругости ;
>t -  коэффициент Пуассона; 
п  -  постоянная толщина пластин .

Остальные обозначения приведены на рисунке .
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