
3. M lB B e z  F.G- . T h e  ^  г е гА с е ги -
f / B i o / n e t s l A a . -  / 974 - . - 6 / . - p p .  7-л/.

4 . Эфрон Б. Нетрадицноннне методы многсяяеряого статистнчео- 
кого анализа //С б . статей. /Пер. с англ. под ред. Ю.П.Адлера.
М.! Финансы в статистика. 1988. 264 с .

УЖ 519.722

Д.Б.Аратский, Б.А.Солдатов, В.Р.Фвдельман

СПЕКТРАЛШЙ АНАЛИЗ НЕГАУССОШХ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ
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Современное спектральное оценнванне является мошшш средстве» 
иоследовааия статистической структуры с»^айннх процессов. Извест
но, что одной из наиболее информативнщ характерпстив случайного 
процесса является спектральная плотность мотноотн (СШ) Д / .  Во 
многих прикладных задачах научных всследоваянй приходится иметь 
дело со спектральной обработкой негауссовых случайных процессов, 
поскольку к ним мояно отвести любой квезнпериодкческий <жгиал, а 
также самоизщгчащиеся снгаалы слоядах механических систем / 2 / .
При з т ш  ащшоря1ая  информация о процессе представляет собой н а- • 
бор отсчетов автокорреляционной функции (АКФ) и отличных от нуля 
высших мсшентЕых фунхпдй (ШФ).  Поскольку для йодного статистичес
кого описаетя и изучения спектрального состава негауссова случай
ного процесса требуется знание бесконечного ряда его мотентных 
функций, а  на практике доступныы измерению оказывается всегда 
их конечное число, имехшиеся данные являются щяицнпиально непол
ными.

1 ^ т ь  априорная информация представляет собой конечный набор 
отсчетов АКФ и ШФ случайного стационаряого негауссова процесса. 
Требуется на основе этой заведомо неполной информвцин п о с т ы т ь  
достоверную оценку СПМ шсокого разрешения, которая обеспечивала 
бы исчерпывающее для имеющегося объема данных ошсание спектраль
ного состава процесса.



Традиционный подход к решению этой задачи основан на примене
нии преобразования Фурье. При этом для заданного набора кумулянт -  
ных функций негауссова процесса, однозначно связанных с его ВМФ/3/, 

строится соответствуюдай ряд
спектров высших порядков
спектр Л/ -г о  порядка представляет собой X  -мертое преобразова
ние Фурье от соответствующего кумулянта / 3 / .  При таком подходе к 
учету априорной информапди для полного с точки зрения иметащихся 
данных описания процесса требуется построение всего набора, поли- 
спектров. Важно отметить, что описанному методу спектрального ана
лиза присущи все принципиальные ограничения, связанные с щ яиене- 
нием процедуры Фурье / I ,  2 /-  Креме того, встает вопрос интерпрета
ции полученной инфорлации в смысле построения спектра как распре
деления энергии сигнала по частотам.

Предлагается конструктивный подход к задаче спектрального опи
сания негауссовых случайных процессов, основанный на введении ново
го определения спектра и позволяющий в явном виде учесть непосред
ственно в спектре инфорлапню о статистической структуре Исследуемо
го процесса.

Ранее, было получено / 4 / .  что спектральную плотность мощности 
случайного процесса можно определить в виде

5 ( с а ) = ^ ^ Я р ( Д , й ) Ш 1 “, ^  (I )

где Р  -.амплитуда сигнала, представленного в аналитической форде,

х а ) - - я т е ‘-‘*  , •
а р ( Д ,и ) )  -  его плотность распределения вероятности (ПРВ). Если 
бы удалось построить в  явном виде вероятностное распределение не
гауссова случайного процесса, содержащее информацию о его высших 
статистических связях, то это позволило бы учесть эту инфорлаидю и 
в  спектре процесса исходя из определения ( I ) .

Принцип максимальной энтропии (МЭ) является одним из фундамен
тальных утверждений теории информации. Сформулированный в  наиболее 
краткой форме Джеймсом / 5 /  применительно к вероятностному распреде
лению J > ( ^ )  этот принцип гласит; "Если мы делаем какие-либо вы
воды на основе заведомо неполной априорной информадаи, то должны 
опираться при этом на такое распределение вероятности, которое, с



одной стороны, обладало бы максимальной энтропией, а с другой сто
роны, удовлетворяло бы нашим априорным данным".

С точки зрения теории информации этот подход эквивалентен оп
тимальному учету содержащейся в  данных информации и - игнорирова
нию тех соображений, для которых нет места в этих данных. В веро-- 
ятностном смысле принцип МЭ представляет собой метод статистичес -  
кого выбора из всего набора возможных решений решения, реализуемо
го наибольшим числом способов.

■ Математическое содержание метода МЭ состоит в  оптимизации 
функционала'информационной энтропии в форме Шеннона / 5 /

H — J p ( T ) / a j > ( T ) d j r ,  (3)

С линейными ограничениями, представляющиш собой априорные данные 
и .учтенными с пшошью аппарата множителей Лангранжа.

Пусть априорная информация о случайном стационарном негауссо
вом процессе ограничена наборш  отличных от нуля отсчетов АКФ и 
ВМФ процесса:

{ х ( * ) х Ъ ^ Ц ) Р ( Т ) 1 / х ~ ,  Ц - Г / м , ,

J x ( - ( r ) X ( t ^ 4  ) X ( t * -  1 Г ж ) Р ( Х - ) ^ х : г г Щ М

j x ( i ) X ( P x r , ) . . X ( f * % . , - , W X i P X 2 r , , - r U i - ;
Вармруя функдаонал (3) с ограничениями (4 ) , получш выражение для 
вероятностного распределения негаУссова случайного процесса с мак
симальной энтропией в аналитическом виде

р ( У ,  Х л /- /)  ̂ e o c p \ - 2  У .Л т ,т 2 Х 'г } ^ Х т 2 - ''^/ ’ > /V 4 '  P7f/T?2 ' /гг, т^хпз ^

Х т ,Х /п 2  Х /п з ~ ‘ч  S  A fn f , , . , ^ m /^ ^ fX \ i ^ ^ . , . ,X / r i / v - f ^ ‘
Для определения неизвестных множителей Лангранжа , стояш х в

-мерных формах в  выражении (5 ) , необходимо решить систему- 
нелинейных уравнений относительно а ! ^  , получающуюся после под
становки выражения (5) в  условии (4 ) . Обычно она решается каким-
либо итерационным методом / 6 / ,  Особо следует отметить, что и з-за  
в ы п ^ о с т и  функционала (3) полученное решение (5) будет единствен
ным.



Решив задачу определения плотности распределения вероятности 
методе» МЭ, мы тем сашш получав! возмоякостъ построить оценку 
СШ н е г ^ с о в а  случайного процесса на оотовании нового определения 
спектра ( I ) .  JferKO показать, щ я  условии, если сигнал X ( t )  пред
ставить в  аналитическей форме ( 2 ) ,что вероятностные распределения 
р ( У )  и р ( Д ,й ) }  оказываются связанными простым соотношением

Р ( Т ) -  0 7 ), (6)

где /< -  поотояшшд коэффициент.
Таким образе», используя соотношение (6) и выражение (5) и 

подставляя в них формулу (2) в  дискретном виде Х /п =  ВхрХзПМ т, 
получаем

р ( / } , е Р ) = ^ е х р { - Л “( ' ^ 1 .  А /П г т г В х р 2 з г 1 й } ( т г ^ т г ) ~
>п, /02.

• • • -  Д  4 • • ^ ^ А / 7 ? ^ . . ,  /тг^^

Подставив это выражение в  определение спектра ( I ) ,  мы тот самым по
лучим оданку СШ негауссова процесса.

Такой подход, как зто видно из сказанного, позволяет непосред
ственно в  спектре учесть всю инещпося априорную информацию о про
цессе, обеспечивая исчерпывашее статистическое я  спектральное опи
сание негауссова процесса. При этот в явном виде проявляется вклад 
высших статиотиче(жи1  связей в распределение энергии процесса по 
частотам. Кроме того, предложенный подход, основанный на построении 
ПРВ случайного процесса по методу МЭ и последующем вычислении оцен
ки СШ исходя из нового определения спектра, вообще является уни
версальной схемой решения одномерных и многотерных задач спектраль
ного оцениваши олучайгшх пропессов любой статистической структуры. 
Иащямер, если процесс задан лишь отсчетами его АКФ, -щямевение 
этой методики приводит к аналитическоту выражению для одномерной и 
многомериой оценок спектральной шютности мощности /6 ,  7 / .

Вели же исследуемый процесс является негауссовш , то в  общем 
случае процедура построения решения носит итерационный характер; 
сначала необходимо реш ть систему нелинейных уравнений на определе
ние множителей Лагранжа Л . , затем численными методами взять ин
теграл. ( I ) .



Однако в некоторих частных случаях удается подучить оценку 
СПМ негауссова процесса в  аналитическом виде. В качестве примера 
раоототрим случайшй прсщесс, информация о которсм ограничена на
бором моментных фуякдай второго (АКФ) и четвертого порядков 

распредвлваие (7) щвмет вид

рСХ, а7У=>ежр{-д^а(а>)-р^ (В)

где введены обозначения!

e x p 2 a r i& } ( n . f~ n 2 ) p  (9)

^  (6 0 )= '^ ^  B z p J o r la / (n ,f 'n 2 i - /7 j i -F fX a O )

Подставляя шраданне (8 ) в  «шределение ( I )  и вычисляя интеграл, 
нетрудно получить оценку СПМ негауссова процесса о отличными от 
нуля /7?^ и /7?^ :

5*ло проведено численное моделирование о целью аналива воз- 
ыокностей.предложенного метода. Расотатривался негауссов модель -  
ный случайный процесс, предотавляпций собой сумму двух сянусоид 
на фиксированных частотах = 0 ,2 , = 0 ,35  с весами

= 1 ,0  и негауссова шума, обладающего экспоненпиальным распре
делением, отсчеты которого генерировались по язвеотноту алгорн'тоу 
Монте-Карло / 8 /  Х =  ^  В п  C f - y ) ,  где -  случайное число из 
датчика равномерно распределенных чисел, а  параметр /Г

№  основе полученного таким образш временного ряда формфо- 
вались /К  = 12 отсчетов АКФ и /V = 6 отсчетов четвертой момент- 
ной функции в и д а /77.̂  7^^ Л  г-Л выбранной для упрощения численных 
расчетов. На рис. I  изображена оценка СПМ описанного процесса (и 
логарифиическом иасштабе), шчислеяная По формуле ( I I ) ;  для 
построения соответствующего вероятноотяого распределения по мето
ду )^пса-Диивса потребовалось 15 итерадай. Спектр отражает острую 
форму спектрвльннх линий на частотах синусмд, их точное соответ
ствие по положению теоретическим частотам, отчетливое выдаление в



Р и с . Оценка СПМ (спектральной шютности мощности) негауо- 
сового модельного случайного процесса (в  логарифмическом масш

табе)

спектре характерных частот негауссова шума, порожденных его АКФ, 
и особенностей, обусловленных четвертой моментной ^ к ц н е й  (для 
сравнения на рис. 2 представлен спектр негауссова шума, построек -  
ный только ка основе Л/ = 12 отсчетов АКФ по описанной методике 
/ 4 / ) .

В целом численное моделирование показало, что новый метод по
строения оценок СПМ негауссова процесса позволяет обнаруживать в 
спектре такого сложного процесба, ‘как суш а с и ^ о и д  и сильного 
(сравнимого по амплитуде с сигнале») негауссова шума, основные гар -



Р и с . 2. Спектр негауссова шума

ношгческне составлающве, зэа 
порождениымн i

Таким образом, описанная схема посфоення спектральных оценок 
негауссовых случайных процессов ва основе нового определения спект
ра представляет собой проявление единого конструктивного подхода к 
спектральноту оцениванию случ^ных щюцессов щюиэвольяой статисти
ческой стигктуры, а применение пришила МЭ к построению ПРВ процесс 
са. исподьзуотого щ и расчете спектров, обеспечивает оптимальный с 
точки зрения теории информации механизм извлечения информации из 
априорных данных,
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Возможность управления формой импульса излучения в лазерное 
системе импульсно-периодического действия явится, по-видимому, знэ 
чительным достоинстве» в систотах связи для осуществления модулящс 
интенсивности HSjqrneHHfl -  в  технологических задачах, для изменел 
режима обработки иэ;^елий -  в  исследованиях взаимодействия излучел 
с веществом. Пда этот важно, чтобы способ управления был малошер 
циоыкым и позволял иметь как можно больший диапазон длительностей 
и амплитуд импульсов излучения на выходе лазерной системы.
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