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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ СИНТЕЗА ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ
НЕКОТОРЫМИ БИОТЕХНОЛОГИЧЕСКИМИ ПРОЦЕССАМИ

С г.Ленинград)

В настоящее время поверхностные явления и поверхностно-активные 
вещества (ПАВ) определяют важнейшие технологические процессы и при
меняются практически во всех отраслях народного хозяйства, поэтому 
их исследованию уделяется большое внимание. В статье приводится ре
шение задачи синтеза оптимального управления биотехническими процес
сами, описываемыми уравнениями с частными производными параболическо
го типа, что позволит создавать автоматизированные системы управления 
биотехнологическими комплексами.

За&ача_1 г
Минимизировать J ’J '(А (%, t , U ) '+- J'U.(  
при условиях: О si

= jD a  I  Z , t , c C )  6  Q * ( 0 , T ~ \ ,  ( I )

(2)
£ ! t= o  ^о 
dl I 
dn Ida

1 u e u ,  (3 )

-0  ,

где ~~ШГ ~ пР0ИЗВ°Дная по нормали к d  S1 ( границе области Л  ) ;  
i f  = \ас , у. , Z ) ;  2l={u--fl —~ [a ,8 ]jd -  измеримое } ,  0<Д4

а =

s i * ( o , T )  ' дт  зад ачи 1 *2 >
(О,-С)* (о , Г )  . для задачи 3,

j Для задачи 4,5 ,

(0 ,6 )  * Для задачи 6.



Задача 2

Минимизировать f /(<*(?> t  ,u )+ 2 ru (f ,t ) )d fd t  
при условиях (I ) ,12)

^ I d n 'O  ’ 
u e u  •
Задача 3 r  e
Минимизировать J  J(<X(xd< j'ii(x,~fc))dx'dt
при условиях: 0 0

' г/гг г/лг o x  '

l ^ j L  , 0 ~ i i ( ' Lb - ° ~ ' L ) >
O x

= 0 , u e U ,
X \ x = £  г ^е 2T=f/S.

Большой интерес представляет изучение стационарных состояний. 
Задача 4

Минимизировать f U ( ? > U - )+ r t L ( f ) )d f
п.

при условиях:

I
(5 )

~Лл j> (x ,y ,z ,x )= o  d a  
XI On *  0 ; uGU ■

Задача 5

Минимизировать f ( X  ffU-C f ) ) d f
при условиях: Л (5 ),  (3 ) ,  US 21.
Задача 6 €
Минимизировать J(X (^ ,U .)i-jf~x (f)) CL ̂  при условиях:

<61

Смысл обозначений может быть, например, такой: X ( X  , ^  ,Zr,t) -  
концентрация реагента в реакторе в точке ( х  , X ) в момент вре
мени t  ; Х0 -  начальная концентрация реагента; />(,/) -  скорость 
биохимического превращения; X  -  концентрация реагента на входе в 
реактор ; D  -  коэффициент диффузии; П -  область ( реактор), Qe /?3; 

Cf, -  расход стоков, поступающих в реактор; /  -  длина реактора; 
S -  поперечное сечение реактора; у  -  экономический показатель; 
U, -  управляющий параметр.
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Остановимся на исследовании наиболее часто встречающегося слу
чая -  биохимических реакций нулевого и первого порядка. В связи с 
тем, что управляющий параметр U является измеримой функцией, реше
ние поставленных задач необходимо понимать в обобщенном смысле.

Определение I . Функцию Р ( и )  будем называть обобщенным реше
нием задачи ( I ) —(8 ) ,  соответствующим управлению и е д ,  если выпол
няются соотношения:
°C (L l )e ^ ~ (0 , Г-,Нд ( Л ) ) ;

(ж °с’ и ) :- °  ( л , W) + -,а), ш)=о ;

для любых w e  Нд ( п ) ,  zf 6  СО, Г ) ;

° i - ( u = <L0 ■> где од0 е Но ( л ) .
Определение 2. Функцию сР (И ) будем называть обобщенным реше

нием задачи ( 6 ) ,  ( 7 ) ,  соответствующим управлению u e U  , если выпол
няются соотношения:

о1 ( и ) е Н ' ( 0 , е ) - ,

С < Р ,  ш >  < j} (U 7U ),z o '> ^ 2 r (X jx ^g-< Z )u r jx==0 = 0 ;

для любых w e H 1 (0 ,1 ) ;

для любых f ,  Н ’ (  л  )  . г д е  g = ( j c , < f , Z )

,$2. > = Df £ f 2 ( x ) dx ' для ® 6bK л > ^ еН1(0 ’ е ) -

Получим справедливость следующего утверяедения из литературы /I/.

Теорема I . Все поставленные выше задачи при любом допустимом 
управлении д  имеют единственное решение.

Теорема 2 . Пусть Zi*~ оптимальное управление задачи I в слу
чае = , t  , i t ) ,  тогда

Р ( ?0 ’ )j>  (%0 , tg) ; U  (  !?0 , Од ) )  + J'U ( fg  )  = L f l f  ( J> (  f0-,Cg',

Ю Р ^ о М  + Г к ) ,  А6[а,Ю
где p  -  обозначает сопряженное состояние; (щ0 , £0 )еГ1 х (О, Т )  ■ 

Теорема позволяет, зная конкретный вид зависимости скорости 
биохимического превращения от управляющего параметра, синтезировать 
управление и*~ .



Рассмотрим случай, когда биохимические реакции имеют первый 
порядок. Замечание:

и ф ) - < * ( г М и * ) ) ( / > ( %>Ы и ф ) -  

Rj 7 u* (  f d ) ) ) P ( f ,  h  u* ) ld fd t4C(/nes Rj / 1
где G -  положительная постоянная,не зависящая от Rj , R j-  куб, 
содержащийся в цилиндре П *  ( О, Г )  с центром в точке ( f g, t 0),

и ( j )  = (  1 - I j  ) U -  Kjj  , Kt  [а ,3 ]  ; j  е N ;
-  характеристическая функция множества R j .

Теорема 3. Пусть U*' оптимальное управление задачи I в случае 

р  ( f  , t  > oL i U ) = / > ( ? , £  у U )  R  . тогда 

■ d ( f 0, t e ; u * )P ( f o  >d  i ^ ) p ( U > t a ; , 4  »  : 4 >

" i f  f a  f t ]Г ^  ^ ^   ̂ ^ X° ’ to ’’ ^  7 io ’ *  ' I  ’
Перейдем к исследованию задачи 6 в случае, когда, биохимические 

реакции имеют нулевой порядок.
Теорема 4. Пусть U * оптимальное управление задачи 6, тогда

ри,*(х0)ч -р (х 0 U*(X?o)){'jj х 0 ~ f  Х0 ~ Ь )  =

Завершим работу исследованием задачи 6 в случае, когда биохимические 
реакции имеют первый порядок.

Теорема 5 , Пусть U*  оптимальное управление задачи 6, тогда

P (ccoi и * ( х 0))сС(хо; U* )P (X0 ■ а * )  + )  =

= , К ) U, ( ССд б / ~)Р(Р:> г PR }■,
А£ [ а , 6 ]   ̂ x ^s

где р (ооf и )  =  X  f  f j )  ( | /  и (!/)) р  (  у, U)d\/ ds  +-

^ ±  г _ ±  ** J  
2 j j x  д  ^

которое при любом U €  I I  решается методом последовательных итера
ций.

Одним из важных биотехнологических процессов является биологи
ческая очистка сточных вод активным илом. Модели типа Моно не учиты
вают того, что одновременно с процессом биоокисления в системе с ак
тивным илом протекают процессы сорбции, причем в некоторых случаях

X z ~ -  ( X  +• JJ ~ Г  )  J  f  (  V, LI (  V) )  Р (  V, U )  d У ,



скорость изъятия загрязнений за счет сорбции может намного превышать 
скорость биоокисления /2/. Практически важно найти такой режим работы 
системы, чтобы за  время ее функционирования на хлопьях активного ила 
сорбировало максимально возможное количество загрязнений.

Задача 7 . г

Максимизировать J f Х ( X  ) d f i d t  
О Лпри условиях:

- Щ -  - р ( и ) ( у - - х ) + ( Г ( и ) х = 0 ,

с начальными условиями

x h = о ~ х о > d i t  =о =  d°
и граничным условием /

д п  \дп ’
где х  . у- -  концентрации сорбированных и несорбкрованных загряз
нений на хлопьях активного ила; Х0 , Lj.0 -  начальные концентрации 
сорбированных и несорбированных загрязнений; у  (и)* d (u )  -  коэффи
циенты скорости процессов сорбции и биохимического окисления, соот
ветственно;
j , 0 - e C 1[a ,t )~ \ ,O < a 4 l) < +•<*>> 0 < f a  «  р (и )4 р * < + - ° °  > 
0<(Т(и)4(Т * ,  Vue и  -,

и = { а ;  ( 0 , Г ) * л - ~ [ а , 6 ]  / л  ( -  измеримое }  ; /2 -  область
о достаточно регулярной границей в IR3 ; / -  производная по
нормали к границе области /2 . ^

В связи с тем, что U621 . решение поставленной задачи необхо
димо понимать в обобщенном смысле.

Определение 3 . Пара функций СС(и)% )  называется обобщенным 
решением поставленной задачи, соответствующим допустимому управлению 
U 6 U* * если выполняются соотношения:

Х ( и ) в  <Г(О, Т •} Х*( п )), у  (и)еаГ(д,  Г ;  Н'(Л ) ) ;

х (и ), щ ) - ( г ( и ) ( у ( и ) - х ( и ) ) ,  Щ)=0, Vzvre x z(/1)} 

( -L  y(iL), Щ у  с(у.(и), Щ ,)У (Г (и )уи ), щ

+ (щ Я ! ( и ) , щ , ) - 0 , \/щеН*(л)', 

x !t=o =х° > d!t=o ’



где ( . , . ) -  скалярное произведение в т .е .

(jZ)d^  ? £^ 2(П)  ;

с<^ >  - i ,  L w r f lJ l> s k ^ ]dJl'
Vf,aeH'(n) ,ji3) ',x0eJ.2(n),u0eHi(n).

Теорема 6 . При любом допустимом управлении//£ 2L поставленная 
задача имеет единственное решение. В работе для поставленной задачи 
получены необходимые условия оптимальности.

Теорема 7. Пусть U *  оптимальное управление поставленной 
задачи, тогда
m a x [ (Р 1 (tre , j h  ,и * ) - Р 2 ( t 0, j i 0 , u * ) (u ( t 0 ,/ i0 ) u * - ) - x ( t o>Ju 0 , 
ке[а,ег ^
+ (?(/< )ty(^0 9 < f )P (t o  7J^o > )\~ (Pf (  >Ĵ O 7 )  ~̂ 2 (  0 >Ĵ O 7
l4 P ))(ty (tg  > J^o ’ ^   ̂~  33 (t g  ,J^O , U. ) ) j f (C l  (tg  уJ -^ g )) *- 

+■ (T (u  ( tg у/^о)) LJ-(tg ;J^O  i  U- )  P2 ( t o  y/i-g , U * )  ,

где /7 , P2 -  обозначают сопряженные состояния;

(to,/*e) '  Т0чка ( 0 ’ Г ) * п  ■
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