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ЦИФРОВОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ДВУМЕРНОЙ ЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ 
С РАДИАЛЬНО-СИММЕТРИЧНОЙ ЧАСТОТНОЙ ХАРАКТЕРИСТИКОЙ

( г .  Куйбышев)

При автоматизированном проектировании оптических средств фор­
мирования и обработки изображений часто возникает задача цифрового 
моделирования двумерной линейной системы, преобразующей пространст­
венный сигнал. В случае, если система являетс я пространственно-ин­
вариантной, такое моделирование заключается в вычислении выход­
ного сигнала (j. по известному входному у? через двумерную 
свертку / 1 / : ^  ^

£ (х- y-2 )dfdz, (i)

где /i -  импульсная характеристика системы; х , у  -  пространст­
венные аргументы сигнала.(Здесь и далее предполагается, что все 
подынтегральные выражения таковы, что соответствующие интегралы 
сход ятся).

Наряду со сверткой ( I )  обычно рассматривается и более 
компактное выражение для Фурье-образов введенных функций
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G-(cox -,COy_)-p(fr)x , &Jp)H(a)x , cdy)f №

Где H  -  частотная характеристика системы, связанная с импульсной 
двумерным преобразованием Фурье

оо ао

Н(и)х ,й )у ) -  f f  fi(x .p )e x p {-L (c o x x+ c i)y .y .)\ d xd y , ^
-о о  — ОО

СО оо

h (х .р )  =  'л~2 f f Н (хх , C0a) exp{l(a)xx ^ ^ ) }d a )xd a )M  
' JL -00 - 00 "

где F, G- -  спектры входного и выходного сигналов соответственно, 
связанные с самими сигналамир  я р  аналогичными соотношениями; 
(Ох , &)у. -  пространственные частоты, аргументы записанных спект­
ральных функций.

Поставим задачу моделирования ситуации, широко распространен -  
ной на практике.

Пусть двумерная система задана своей частотной характеристикой 
и эта характеристика обладает свойством радиальной симметрии

H(OJx ,C d y )=H p (p )>  Р  =  V(Ox ч- ojy . (5 )

Двумерный входной сигнал р (х ,р )  отличен от нуля лишь в прямоуголь­
ной области и представлен сеткой отсчетов, полученных его равномер­
ной дискретизацией по координатам с шагом Т  :

л п Т )  при ( т . п ) е [ 0 , М - 1 ] х
[ О  в  противном случае,

где /У,Л/ -  размеры информативной части массива входных отсчетов. 
Шаг Т  достаточно мал, чтобы пренебречь эффектом наложения спект­
ров при дискретизации / I / ,  т .е .  принять, что спектр входного сиг­
нала ограничен:

£(&>* ,С0р ) =  О ор и  l&>xl>s J? м и / М у !  >ур • С7 )

Из выражения (2 )  видно, что такое же ограничение одновременно 
выполняется и для спектра выходного сигнала. При этом, в силу тео­
ремы Котельникова, как для входного, так и для выходного сигнала 
дисретизация с шагом Г  не сопровождается потерей информации. 

Требуется определить отсчеты выходного сигнала на некотором
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двумерном прямоугольном интервале, произвольно расположенном относи­
тельно начала координат:

= ? («Г ,  е Г ) , ( к . е ) e [ A 1tx2 ] *  Г4  , < * , ] ,  ( 8 )

где /Сг ,/С£ ,Р7 -  границы интересующей нас области выходных о тс че --
то в.

При выполнении ограничения (7 )  точно так же можно ограничить и 
частотную характеристику системы:

Н(сох ,а )у ) = 0  при /сих \b y  или > (9 )

ч то , как следует из ( 2 ) ,  не окажет влияния на результат преобразо­
вания сигнала. После этого непрерывная свертка ( I )  для дискретизиро­
ванного результата без потери точности может быть заменена дискрет­
ной апериодической сверткой / I / ,  которая с учетом выражения (б ) и 
необходимого нормировочного коэффициента запишется в виде

f a  = r*f'x' fmn > d°)
и т=0 п=о
где Арф -  отсчеты импульсной характеристики, взяты е  с шагом Т  по 
координатам

Ьр9 -к(рГ.}Г), (II)
причем сама импульсная характеристика должна соответствовать обрат­
ному преобразованию Фурье (4 )  частотной характеристики при наложен­
ном ограничении ( 9 ) .

Для вычисления на ЭВМ выражений вида (1 0 ) известен эффективный 
метод, основанный на применении быстрых алгоритмов дискретного пре­
образования Фурье (ДПФ) / 2 / .  Он заключается в выполнении двух пря­
мых ДПФ для массивов отсчетов входного сигнала и импульсной харак­
теристики, перемножении получаемых дискретных спектров и выполнении 
обратного преобразования для формирования результата. Напомним,что, 
строго говоря, в результате применения метода ДПФ вычисляется не апе­
риодическая свертка ( 1 0 ) , а циклическая ( в  предположении периодичес­
кой продолженности функций,участвующих в свертке) .Чтобы "нейтрализо­
в а ть "  влияние цикличности, следует надлежащим образом набирать па­
раметры (размеры) ДПФ, исходя из размеров "ненулевых" частей свора­
чиваемых массивов / 2 / .
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В рамках поставленной задачи метод ДПФ приобретает ряд особен­
ностей. Во-первых,нам известны только размеры массива входного сиг­
нала, см. (6 )  , а "размах" дискретизированной импульсной характерис­
тики еще подлежит определению. Во-вторых, описание системы в частот­
ной области позволяет сэкономить одно преобразование. В-третьих,м ож­
но получить дополнительный выигрыш в объеме вычислений за  счет учета  
ограничений на область определения получаемых результатов ( 2 ) .

С учетом сказанного общая схема решения задачи моделирования 
включает в себя следующие этапы:

определение размеров дискретизированной импульсной характерис­
тики системы;

расчет параметров ДПФ, исходя из размеров информативной (нену­
левой) части входных отсчетов, размеров импульсной характеристики и 
ограничений на область выходных отсчетов;

выполнение прямого ДПФ для двумерного массива входных отсчето в; 
умножение полученного дискретного спектра на отсчеты частотной 

характеристики (усеченной в соответствии с (9 )  и периодически про­
долженной / 2 / ) ;

выполнение обратного ДПФ, получение искомых отсчетов выходного 
сигнала.

Исходя из условий радиальной симметрии частотной характеристи­
ки (5 )  двумерной линейной системы, нетрудно показать, что ее им­
пульсная характеристика также радиально-симметрична:

Моделируемая система устойчива, иначе для нее частотная харак­
теристика не была бы определена, поэтому абсолютные значения h ^ ( z )  
быстро убывают с ростом Z . Ненулевые значения импульсной харак­
теристики можно считать сосредоточенными в некоторой круговой или 
(ч то  для нас важнее) квадратной области с центром в начале коорди -  
нат. Соответствующее ограничение запишется в виде

где R -  "радиус" области ненулевых значений импульсной характе­
ристики,
или,с учетом процедуры дискретизации ( I I ) ,  в  виде

( 12)

(13)
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Для оценки параметра R  в ограничении (1 3 ) нужно вычислить 
h(oc,if) через двумерное преобразование Фурье (4 )  заданной частотной 
характеристики, что весьма трудоемко. Предлагается существенно бо­
лее простой способ оценки размаха импульсной характеристики через 
одномерное преобразование, вытекающий из радиальной симметрии час­
тотной характеристики. Из выражений (5 ) и (3 )  следует

Hp(j>) = Н(а)х, =/> ft (x,y)e ‘/‘ctx'du=ff (sc)e i/>Xdcc
ICl)u=0  -00-00 _oo S ( 7 5 )

где

= / ^  (16)

Здесь функция H j j ( p ) ,  определенная по ( 5 ) ,  считается четным 
образом продолженной на область р < 0  .

Соотношение (1 5 ) задает одномерное прямое преобразование Фурье 
функции (1 6 ) .  Нам необходимо воспользоваться соответствующим обрат­
ным преобразованием

оо

f HJ ) ( p ) e i-PXd f i .  ( IV )

Размах радиально-симметричной двумерной импульсной характе­
ристики (1 2 ) и одномерной функции (1 6 ) одинаков (рис. I ) ,  поэтому 
параметр R  можно определить, например, как наименьшее положитель­
ное число, удовлетворяющее неравенству

/ / Л  (oc)\doc
  < Ё , ( 1 8 )

f0 I к,(Л!) jdoc
где 5  -  величина, характеризующая погрешность усечения импульс­
ной характеристики ( 6 ' > 0  , £~*~0 ) ,

При оценке на ЭВМ размера Р  дискретизированной импульсной 
характеристики (1Д) модификация выражений (1 7 ) и (1 8 ) для использо­
вания одномерного ДПФ не представляет сложности.

Процедуру определения минимально необходимого размера ДПФ для 
краткости опишем применительно к одномерному случаю. Пусть требует­
ся вычислить

At-1

= 2  4 - / 7  ( 19)т ‘0
для
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Р и о .  I .  Определение размаха импульсной 
характеристики

н е  [ к , , к2  ]  , (20)

причем

f/n = 0  при т е  [О. М -1  ] ,

/ т =  о  при !*п  /  Р.

( 21)
(22)

Выражения ( 1 9 ) - ( 2 2 ) ,  очевидно, являю тся одномерными аналогами 
выражений ( 1 0 ) ,  ( 8 ) ,  (б ) и (1 4 ) соответственно.

Как известно, по методу ДПФ вычисляется циклическая свертка, i  
которой все участвующие последовательности являю тся периодическими 
с периодом I -размером (длиной ) ДПФ:

Необходимо, чтобы результаты вычислений по свертке (2 3 )  совпа­
дали со значениями искомой последовательности (1 9 )  для "выходного

(2 3 )

где

_оо
(2 4 )



окна" аргументов (2 0 ) , несмотря на возможные эффекты наложения при 
переходе по (2 4 ) от последовательностей конечной длины к периоди­
ческим.

На рис. 2 схематически показана взаимосвязь отсчетов входной 
и выходной последовательностей в апериодической свертке (1 9 ) .  Как 
следует из рис. 2 , а, для вычисления на интервале (2 0 ) в  об­
щем случае нам нужна информация о значениях во "входном ок­
н е ":

т е  [ т Т, m 2  ]  ,  ^ 5 )

где

=  K f - P *•/, т2 -  /<2  +■ Р -  / . (26)

Следовательно, при вычислениях можно положить разными нулю 
значения входной последовательности у ^  вне интервала (2 5 ) и 
в з я т ь  длину ДПФ

1= т 2 -т , - ь 1  =  л у - Л 7  + -2 Р -1 , (27)

при этом эффекты наложения в  циклической свертке будут исключены.
Если выходное окно или длина импульсной' характеристики таковы, 

что входное окно (2 5 ) выходит за пределы интервала ненулевых значе­
ний последовательности у ^ ,  , т .е .  из выражений (2 6 ) следует

т г < 0  , т 2 >Л Г - 1 )  (28)

то возможно дополнительное сокращение длины ДПФ. Рассмотрим конк­
ретные ситуации.

Если размах импульсной характеристики велик та к , что / 7> / / , т о  
для вычисления каждого требуемого отсчета выходной последовательнос­
ти нужны все ненулевые отсчеты входной, и в этом случае из выраже­
ния (1 9) следует, что для вычисления достаточно использовать лишь 
часть ненулевых отсчетов импульсной характеристики те[А'Су -
-  М + 1 , ]  , а остальные можно положить равными нулю.

Удобно рассматривать симметричное усечение импульсной характе­
ристики, т .е .  в (2 2 )  принять

/7 =  т а а ; {п -/<1 , * > - / ] • .  (2 9 )
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Р и с. 2 . Взаимосвязь отсчетов входной и выходной последо­
вательности в апериодической свертке
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В этом случае элементы ДПФ соответствующей последовательности 
будут в точности отсчетами частотной характеристики. Тогда вместо 
выражений (2 6 ) и (2 7 ) мокко положить (рис. 2 ,6 ) :

/пг = m iп { о , /<.,]■, 1 =2Р -1 , т2  = т1 + -Г -7 . (3 0 )

Здесь учте но , что  выбор начального значения т, выходного ок­
на достаточно произволен: главное, чтобы оно охватывало все нену­
левые значения входного сигнала.

Заметим, что в данном случае при ЛТ=0, Х2 =/1-1 приходим к из­
вестной "усеченной" свертке длины М  , для вычисления которой дос­

таточно использовать циклическую свертку длины ( 2 /4 - 7)  / 3 / .
Если длина импульсной характеристики мала (Р < /4) , но выполня­

ются неравенства (2 8 ) (рис. 2 , в ) ,  го с учетом цикличности свертки 
мокко допустить "безопасный" эффект наложения в результате вычисле­
ний, сохранив во входном окне нули только с одной стороны, а именно 
там, где их больше:

m r = 0 , I  =  P t -  т а х { м - к 1, к2 - 1 \ , тг  = 1 -7 .  ( 31)

При определении размеров ДПФ и входного окна (2 5 ) следует 
у чи ты ва ть , что преобразование эффективно реализуется не для всяких 
Т .  Найденное по формулам ( 2 7 ) ,  (3 0 ) или (3 1 ) значение длины ДПФ

следует затем увеличить до ближайшего значения, допускающего по­
строение быстрого алгоритма преобразования (например до целой сте­
пени числа 2 ) .  Соответственно, на столько же должно быть расширено 
и входное окно (увеличен параметр т2  ) .

После описанных выше подготовительных операций нужно, наконец, 
произвести вычисление свертки (1 0 ) .  Обобщив изложенное в предыдущем 
пункте применительно к двумерному случаю, видим, что для получения 
отсчетов ^ л -tf в выходном окне (8 )  необходимо использовать отсче- 
ты -fmn в двумерном входном окне

( т , п ) е  [m f ,m 2 ] х  [/?,, п2  ]  ( 32 )

и двумерное ДПФ размерами / > 3 (I=m 2 -rnf+1, ^=/7̂ -/7̂ / ) . Последова­
тельность действий при этом такова.

Для получения результатов вычислений в удобной форме отсчеты 
сигнала из входного окна (3 2 ) размещаются в двумерном массиве CLmn 
преобразуемых данных га к , как это показано на рис. 3 .
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Р и с. 3 . Перестановка элементов массива преобразуемых данных 
при вычислении двумерной свертки

Выполняется прямое двумерное ДПФ:

Яра 2  а™  e & p \ -i2 n r ( - j - +  —  . ( з з )
“Т m=0 /г=0 1

Полученные значения дискретного спектра при (p ,f )e [0 ,I -l ]д г$7-^умножа- 
ются на отсчеты частотной характеристики двумерной системы

В -  Д N  
°Р 9  ~ Р 9  HP f  '
При этом учитываются введенные ограничения (9 )  и то т факт, что час­
тотная характеристика дискретной линейной системы ( т .е .  преобразова­
ние Фурье диокретизированной с.шагом V  импульсной характеристики) 
есть периодическая, функция с периодом 2 уг/ Т  по каждому аргументу 
/ I ,  2 / ,  так что

И " = н (с о г;\  * р }) ,  ^

где ( в  предположении четных I , J  ) о г
2 я  „
^ = -/ ?  про 04P<$T~t > ,<,1\ЭТ7 г  7 2

,<Р>  Щ  = - (
■ Я Г Р  np u 0 «>«j. . .  . , н  , (5 6 )

Щ г ( г - Р )  при *  L ДГ  '7/7</2  N<9* J ~1 •

Далее выполняется обратное двумерное ДПФ:

- Р  2  2  ехр{ + ■ <57>
** р*0

В первых элементах, т .е .  левом верхнем углу массива ,  со­
держатся искомые значения отсчетов выходного сигнала (8 ) (рис. 4)
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моделирования непрерывной двумер­
ной линейной системы гарантирует 
адекватное преобразование прост­
ранственных сигналов и экономична 

с вычислительной точки зрения.
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Корреляционно-экстремальные навигационные системы (КЭНС) я в л я ­
ются наиболее точными навигационными системами из всех существую -  
щих в настоящее время. Принцип их работы заключается в сравнении 
двух изображений, эталонного (ЭИ) и текущего (Т И ) ,и  вычислений кри­
терия их близости (корреляционной или какой-либо другой статисти­
ческой функции). Координаты экстремума критерия близости указывают 
ка рассогласование между изображениями.
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