
ж и м м  iiiiii|ih/ iu 'Iiiiom  состоянии, можно построить картину рас- 
м|м и , и м пн напряжений в поверхностных слоях.
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В. Е. ШАТЕРНИКОВ

ВЫВОД УРАВНЕНИЙ ГЕЛЬМГОЛЬЦА 
ДЛЯ ВЕКТОРНОГО ПОТЕНЦИАЛА 
ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ 
В СФЕРОИДАЛЬНЫХ СИСТЕМАХ КООРДИНАТ

Д л я  расчета электромагнитного поля системы «круговой 
контур с током — электропроводящий сфероид» выберем систе
му координат сплющенного сфероида (£, т), ср), которая связана 
с декартовой (х, у, z) следующими соотношениями [1]:

jc =  +  1)(1 — rj2)cos®. ^

у =  а  К (£2 +  1) (1 — vj2) sin ср.

где О «S Е <  ОО, — 1 s£ tjs£ + 1 ,  0<ср:=г2тс.

В этом случае граничные условия упрощаются и задача яв л я 
ется осесимметричной. В данной системе координат имеется 
только одна_ составляющая стороннего тока и векторного потен
циала: Д =  (2ф А  ср. Электромагнитное поле описывается неодно
родным векторным уравнением Гельмгольца:

АД +  k2A  =  — п-о р-1 / ст, ) (2)
где k2 =  — qx0 а2 ш,

г’ст —  плотность стороннего тока. Д л я  вывода этого уравнения 
в сфероидальной системе координат необходимо получить вы ра
жение для Л апласиана  вектор-потенциала А в данной системе, 
так как  в известной литературе имеются формулы «Д» только 
для декартовой, цилиндрической и сферической системы коорди
нат [2]. Л апласиан  от векторной функции А определяется фор
мулой:
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АЛ =  grad (div A) — rot (rot А). (3)
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Известно [1]. что для ортогональных криволинейных, в ча
стности сфероидальных координат (£,, тр <р) с единичными век
торами а .\4 , о е , ап , первое слагаемое в выражении (3) имеет
вид

grad (div Л ) = 1 d ( d i v , 4 ) —  1 d ( d i v ^ )
he CL~- +

dv;
CLi\ +

l  d (d iv  A ) —

Ф dtp

dгде div A =  . .1 . Г^- (Л„ Аф Л= ) +  - -  (А= hf. Аф) +  ~  (Ь  Л„ ЛФ к  ЛФ L d£ Й7) d?

Лф, (4) 

> ]
+  S2

а

- К 2

V W
коэффициенты Ламе в системе (5) 
координат сплющенного сфероида.

h-, = a V ( \  + p ) ( l _ 42)j 

Тогда
grad (div А)

_d_

d£
Г— 1—
L d-r\

h p \c?, 

(/?£ flq> Л-п )

И т Т 1 Г  - | г ( М фА;)1 +
5 L hnhz K  d' J

—  [    —  ( A ;  A „  Л ф  )11 a =
£ L d? ^JJ

d_

d£
+

— Г—    — (А„АфЛ5)1 + —  Г----   —  ( к  АфЛ,)л„ IdT) [d£  h^h^h^ J dvj [_ h^h^h^ di]

+  Г  l~ T T T ~  T - ( A5 ^ A p ) l } 5 i : ;+ J -  I f -  Г -7 -Г -Г  xdTJ L k k hv d? J) Лср W  1- A^flAp

х 4 ( а, афл о ] + r - f - T T T "  Г ” ***d£ J  dtp L h eh ^ h ^  df]

+

_d_
dtp [ h i h r Av, dtp

(h  h-n ЛФ) (6)

Поскольку в выбранной нами системе координат поле осесим
метрично, т. е. Л “ 0, А п = 0  и производные по ср равны 0, то из
(6) получим,что

grad (div Л) =  0. (7)
В данной системе координат определим

rot Л =  1
h-, h.„ <; ф

~  (Аф Лф) — -j-  (Ат, Л г,)
07) оср

и?  +

Л,,

1 —
~  ( к  А ) -  (Аф Л , ) j  а„ +

! L i k A l ) - ± ( h l  А е )
07]

(8)
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Теперь 2-ое слагаемое в формуле (3) равняется:

T ot rot А =

д_
дер h-h ду

h% hn di

( h  Л: )

(АТ| Лц )
_д̂
ду]

fJL
(А?

j})_
di

h-

А„йф dt\ 

d

- 1 - |  A  
A5 A4 ldg

4 hi\
К

(hjf A-f)

(й„ Л„)

Ч Ч  d
hi

4 4  dyl

7 (АфЛф)

f -  (% Л, )

d=

L h r ,  Аф A<? 

d

А; Аф di
(hi A . )

hi h.n d-/]

d_
d;

( A „  л , ; 

(h-г A,  )

Ч К  d;
(h ,  Лф )

d f. d
Й71 ( АчАф dvj

(Аф Л Ф )

_д_
дт]

(А, Л ,) а».
А „  А ф дер

Учитывая осесимметричность, получим выражение

rot rot Л =  —— (—  Г
h ^ \ d i

О)

—— • Д(АфЛф)
А=Аф аГ  ф

дт)
Ч

hn Аф Ат]
(Аф Лф) =  ДЛ, (10)

определяющее, с учетом условия (7), Лапласиан в криволи
нейной системе координат. Если в выражение (10) подставить 
значения коэффициентов Ламе (5) для системы координат сплю
щенного сфероида, то

А Л  = -
1

а2 а 2 + г2) dri ( 1  +  52)
dA_ 

di .
1

a* (1 — V) (1 + “ )

д'п

■Л.

(1 -7 )2 ) dA

d-i]

(И)

Приравняв правую часть выражения (2) нулю, с учетом (11), 
после преобразований получим однородное уравнение Гельм
гольца

д_
д- (1  +  ? )—  

д; J дт)
(1 — 7)2) дЛ

дт)

(7)2 +  S2)
(1 — 7]2)(1 + “ )

—  Л - А 2 ( ^  +  Т/2 ) Л  =  0 , (12)

где h2=  — а2к2. 
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Полагая h =  0, получим уравнение Лапласа в системе сплю
щенного сфероида:

(1 +  ¥)— + ( 1 - Т )
дЛ
дг. 1 + £2

Л
1 ■ ;Л =  0, (13>

а в результате — исходные уравнения в частных произ
водных для расчета электромагнитных полей в системе коорди
нат сплющенного сфероида. Аналогичным образом получаются 
векторные уравнения Гельмгольца в вытянутой сфероидной сис
теме координат, связанных с декартовыми следующими соотно
шениями [ 1 ]:

х  =  "|/(1 — т/2)(? — l ) c o s « - a

(14>у =  у  ( 1  — rt2) ( -  — 1 ) sin ср• а
z  = a rt Г

В этой системе координат поверхность % =  const >  1 является вы
тянутым эллипсоидом вращения с большой осью:

t  =  2  а%2
и малой осью:

2 г =  2 а] /  (;г— 1 )

(15> 

(16)
Лапласиан векторного потенциала А в этом случае также опре
деляется формулой (10). Только коэффициенты Ламе для сис
темы вытянутого сфероида будут другими [2 ]:

/ 1
hr, =  а

h- = а

V 1—7)2 

У £2— 1

h, = a V  ( I  Tj2) (£" 1)

(17>

Преобразуя выражение (10) с учетом (17' 
1 f дДЛ =

a2 (i2 -  т]2) I д£
Г (52 _ 1 )  ̂ Г +  ~L д\ . д-г\ (1 -  Т )

сМ
дг,

1 •Л, (18>а2 (£2 — 1 ) (1 -- 7)2)
нетрудно найти однородное уравнение Гельмгольца для вытя 
нутой системы координат:

д_
дс

( Р -  1 ) —д; _ 
1

дг. (1  — Г<1
дА
дч]

1
1 - Л 2

■Л

Л +  /Г ( ; 2 — гг ) А  = 0,

где h2 =  a 2 k1.

(19>
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i i -  А = 0. (20)

Полагая к = 0 ,  получим уравнение Лапласа в вытянутой системе 
координат:

dZ
Анализируя однородные уравнения Гельмгольца и уравнение 
Лапласа для вытянутой и сплющенной сфероидальной систем ко
ординат, нетрудно убедиться, что уравнения (19) и (2 0 ) могут 
быть получены из (12) и (13) путем преобразования g—* —ig, 
h~~~*ih, т. е. можно сделать заключение о том, что решение, по
лученное для уравнений Гельмгольца в системе сплющенного 
сфероида, может быть путем несложных преобразований распро
странено и для системы «круговой контур с током — вытянутый 
сфероид».

В исходном неоднородном уравнении Гельмгольца (2) кро
ме этого необходимо определить сторонний ток (]’Ст). Так как в 
качестве .источника поля в расчетной модели принят круговой
контур с током /Л“ 1 , то сторонний ток может быть выражен че
рез б — функцию Дирака и представлен в сфероидальной систе
ме координат в следующем виде [2 ]:

-  ' H w W = 7 )  . 8 ( E _ E, , . 8 h _ v ) iJ ст —  d tp  I
a 2 ( Z 2  +  7 )2 )

(21)

где £ и г] — координаты кругового контура с током.
Итак, в сфероидальной системе координат уравнение (2) пре
образуется:

да (1  +  £2)
д А

<Э«

-  h 2 ( ?  +  r ? ) A  =

д

~Г  д т , 

JXiPq/

( l - V ) ^ -  +дт]

У (г+ еаН 1 -ч » )

1 1
1 + ^ 2 1—7] ) Л ~

8(5—5').8 ( t j - t j ' ) ^  (2 2 )а2 ($2 +  ^
Это уравнение 2-го поряда в частных производных и реше

ние его в общем виде может быть определено, если известны 
граничные условия. Граничные условия для векторного потен
циала в сфероидальной системе координат с учетом принятых 
допущений [2] ,и выражений (5) для коэффициентов Ламе оп
ределяются следующими выражениями [2 ]:

J _  д(Ах УГ+ё) =  J _  _ ^(ДзД'ЬК2))
fn di dZ (23)Ц2

А\ = Ап 
при | = ё 2-
где А 1 — вектор-потенциал в непроводящей среде; А 2 — в про
водящем сфероиде; g2 ■— координата границы раздела сред, 
определяющая сфероид. Таким образом, получены исходные 
уравнения для вектор-потенциала электромагнитного поля в
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сфероидальных системах координат, из решения которых опре
деляются напряженности поля и выходные характеристики раз
личных электромагнитных преобразователей.
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И. Г. АБААМУНЕЦ, В. Е. ШАТЕРНИКОВ

РАСЧЕТ ЭЛЕКТРОМ АГНИТНОГО ПОЛЯ ВИТКА
Н А Д  ВРАЩ АЮ Щ ИМ СЯ ПРОВОДЯЩ ИМ  Ш АРО М

Вихретоковые преобразователи (ВТП) широко применяются 
для контроля параметров движущихся тел в условиях динами
ческих испытаний. Для правильного выбора конструктивных 
размеров ВТП необходимо знать поле, создаваемое первичным 
преобразователем, с учетом движения контролируемого изде
лия.

Рассмотрим расчет электромагнитного поля витка с пере
менным током над вращающимся проводящим шаром. Такая 
задача возникает при контроле перемещений или скорости вра
щения сферического ротора гироскопа [ 1 ].

В этом случае в области шара справедливы уравнения Макс
вела для движущихся сред [2 ]:

а вне шара:

r o t t f  =  сх{Е +  [V хЩ) 
ro iE  =  — г w (J.J И  

d i v / /  =  О

П = Т ф1/ (р= [ д  x r j

rot Я  =  ГсогЕ  +  J 

rot Е  — — г со р.0 Я  

div Я  =  0  

. j  =  1 Ф • /ф ="Тф/ 8 (г — а)-8 ( 0  — 0 О),

(1)

(2)

где /  — плотность тока витка; — линейная скорость враще
ния точки шара с координатами г и 0 ; б (г—а) и 6 (0 —0 О) — 
функции Дирака; ц ь од — магнитная проницаемость и электро
проводность материала шара; ц0, е — магнитная и диэлектри-
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